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Erinnerung: Zufallsvariablen mit Dichten

(Def. 6.1) Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx.
Dann besitzt X bzw. Fx eine Dichte, falls eine Funktion
fx : R — R existiert, so dass fiir alle x € R gilt

Fx(X) :/ fx(t)dt.
Die Funktion fx heiBt dann Dichte von X bzw. von Fx.

(Satz 6.2) Eine Funktion f : R — R ist genau dann die Dichte einer

Zufallsvariablen, wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften hat:
(i) £(t) =0

(i) [ f(t)dt =1

N

15



Beispiel 6.3: Gleichverteilung

Seien a < b, a, b € R. Die Funktion F : R — R,

0 x < a
F(x)=q%2 a<x<b
1 x> b

erfiillt die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion.

Eine Zufallsvariable X mit dieser Verteilungsfunktion heiBt (stetig)
gleichverteilt oder uniform verteilt auf [a, b].
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Rechnungen mit Dichten

(Satz 6.3) Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte fx. Seien a,b € R
mit a < b.

P(X < b) =P(X < b) = [°_ &mm
P(Xza) X>a f fX
Pweme:(XdaH:Lﬂ<

v

v

v

v

(Beweis)
P(X = a) = 0

v



Rechnen mit Dichten

P(x1 < X < xp) ist die Fliche unter der Dichte

fit)
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Die Wahrscheinlichkeit, einen einzelnen Punkt zu treffen, ist 0

6
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Erwartungswert und Varianz
(Def. 6.2 ) Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte fx. Der
Erwartungswert von X ist definiert als

E[X] = /OO £ f(£)dt,

—0o0

falls das Integral exisitiert. Fiir eine Funktion g : R — R sei

o0

Elg(X)] = / g(t) - fx()d,

—0o0

falls das Integral existiert. Die Varianz von X ist definiert als

V(X) == E[(X ~ E[X])?],

falls der Erwartungswert existiert.

> (Bem. Satz 6.4 E[g(X)])
» (Beispiele)

15



Erwartungswert und Varianz

(Satz 6.4) Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte fx. Fiir die
Varianz (falls sie existiert) gilt

wa:/mU—EMW-&Wﬁ
- /OO t2 . fx(t)dt — (/Oo t- fx(t)dt)®

= E[X?] — E[X]2.

> (Beweis)
» (Beispiel 6.4)
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Beispiel: Exponentialverteilung

(Def 6.3). Eine Zufallsvariable X heiBt exponentialverteilt mit
Parameter A > 0, falls X die Dichte fx hat, mit

fx(t):{o, t<0

A-e M t>0.

» (Uberpriife dass das eine Dichte ist)
» Notation: X ~ Exp(\)
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Beispiel: Exponentialverteilung

(Satz 6.5). Sei X exponentialverteilt mit Parameter A. Dann ist die
Verteilungsfunktion Fx gegeben durch

0 falls x < 0
Fx(x)=1<" ’
x(x) {1 —e ™, falls x >0,

und es gelten
1
E[X]:X’ V(X) = .

> (Beweis)
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Exponentialverteilung: Dichte und Verteilungsfunktion

i — =1
4 — =2
—A=4

fx(t)
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Auftreten der Exponentialverteilung

v

Stetiges Analog zur geometrischen Verteilung

v

(Konvergenz der geometrischen Verteilung)
» Wartezeiten bis zum Eintreten eines (seltenen) Ereignisses:

» Radioaktiver Zerfall

Wartezeiten zwischen zwei Anfragen im Callcenter
Restlebenszeit eines Bauteils mit konstanter Ausfallrate
Zeit zwischen zwei Mutationen auf einem Stiick DNA

v vy

v

Charakteristische Eigenschaft: Gedachtnislosigkeit
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Wichtige Beispiele: Pareto-Verteilung

(Def.) Eine Zufallsvariable X heiBt Pareto-verteilt mit Parametern
a > 0,x, > 0 falls X Dichte fx hat mit

0, X < Xm
fX(X) = { OlX%

xo+1 X Z Xm-
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Wichtige Beispiele: Pareto-Verteilung

(Def.) Eine Zufallsvariable X heiBt Pareto-verteilt mit Parametern
a > 0,x, > 0 falls X Dichte fx hat mit

0, X < Xm
fX(X) = { axg

T X 2 Xm.

> Verteilungsfunktion: Fx(x) =1 — (%)

» Der Erwartungswert existiert falls o > 1 ist. Dann gilt
E[X] = % Xm-

» Die Varianz existiert falls a > 2 ist. Dann gilt
VX) = ey

» Auftreten: Wachstumsprozesse

v

Diskrete Version: Zipf-Verteilung
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Pareto-Verteilung: Dichte

PriX=x)
3.0

2.5
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Pareto-Verteilung: Verteilungsfunktion
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