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Vorlesung 9
Inhalt
> Partielle Ableitungen
> Extremwerte in mehreren Variablen
» Differentialgleichungen: Wichtige Typen und Losungen

Lernziele

» Funktionen von mehreren Variablen kennen und Ableitungen
berechnen kdnnen

» Den Zusammenhang zwischen Ableitung und Eigenschaften
der Funktion kennen

» Wichtige Differentialgleichungstypen (Reaktionsgleichungen)
und Losungen kennen

» Uberpriifen kénnen, ob eine vorgegebene Funktion eine
bestimmte Differentialgleichung erfiillt.

Benotigte Vorkenntnisse
» Funktionen, Ableitung, Ableitungsregeln, Extremwerte
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Funktionen von mehreren Variablen

Bisher: f(x), mit einer Inputvariablen x
Oft: Mehrere Variablen sind relevant.
Beispiele:

» Dosierung eines Medikamentes abhangig von Koérpergewicht,
Alter, Geschlecht, weiteren Parametern wie Blutdruck,
aktueller Gesundheitszustand...

» Temperaturverteilung abhangig von Zeit und Ort

» Thermodynamik: Enthalpie (Wa&rmeinhalt) abhangig von
Druck, Volumen und innerer Energie

Mathematisch: Schreibweise f(x,y), f(x,y,z), f(x1, ..., Xn)

Beispiele:
f(x,y) = &sin(y), f(x,y,2) = 2xy+e” =% H(U,p, V) = U+pV
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Partielle Ableitungen

Die partielle Ableitung einer Funktion von mehreren Variablen nach
einer Variablen x wird als normale Ableitung berechnet, wobei man
die anderen Variablen “festhalt”, also wie Konstanten behandelt.

ox ) Jy ’ 0z

Schreibweise:

Interpretation: Steigung/Veranderung der Funktion in x,y, z, ...
Richtung.
(Beispiele an der Tafel).

Ox2 7 Oxdy "

Es gelten die iiblichen Ableitungsregeln.

Zweite Ableitungen:

10



Partielle Ableitungen

Totales Differential: Verwendung z.B. in der Thermodynamik als

of(x,y, z) o+ f(x,y,2) dy + of(x,y,2)
Ox oy 0z

df(x,y,z) = dz,

wobei dx, dy, dz die “infinitesimalen Veranderungen” der Variablen
darstellen sollen.

Mathematisch prazisere Interpretation mit Hilfe von Integralen.
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Differentialgleichungen
Differentialgleichungen (DGLn) stellen einen Zusammenhang
zwischen Funktionen und ihren Ableitungen her. Sie sind
omniprasent in der mathematischen Beschreibungen von naiirlichen
Prozessen.

Beispiel: In vielen chemischen Reaktionen ist die
Reaktionsgeschwindigkeit proportional zur vorhandenen Stoffmenge
(Reaktionen 1. Ordnung). Nimmt also mit Dauer des Versuchs die
Konzentration ab, so verringert sich auch die Geschwindigkeit.

» Sei c(t) die Konzentration des Stoffes in Abhangigkeit von
der Zeit t

> Reaktionsgeschwindigkeit entspricht der zeitlichen
Veridnderung der Konzentration, also —c’(t) (Vorzeichen!).

» Reaktionsgeschwindigkeit proportional zur Konzentration
bedeutet also: Es gibt eine Zahl k, so dass

c'(t) = —k - c(t)
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Reaktionsgleichung 1. Ordnung

Gesucht ist also eine Funktion c(t), welche die
Differentialgleichung

c'(t) = —ke(t)
erfiillt.

Losung:

c(t)=cp-e

erfiillt diese DGL fiir jede Zahl ¢y € R. Wir miissen hier ¢y = ¢(0)
die Anfangskonzentration wahlen.

Zur Erinnerung: Dies entspricht einem exponentiellen Zerfall!

k ist die Reaktionskonstante (Einheit: 1/sec, 1/min...)
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Reaktionen 0. Ordnung

Reaktion 0. Ordnung: DGL
cd(t) = —k

tosung:

c(t) = co — kt
mit ¢g = c¢(0) Anfangskonzentration. Hier ist die
Reaktionsgeschwindigkeit unabhangig von der Stoffmenge.



Reaktion 2. Ordnung

Reaktion 2. Ordnung mit gleicher Konzentration: DGL
c(t) = —ke(t)?

tosung:
1

" 1/co+ kt’

c(t)
mit co = ¢(0).

Allgemeiner: Zwei Reaktanden mit Konzentration cp, cg:

ca(t) = —keca(t)ea(t),  cp(t) = —kea(t)cs(t)

hier handelt es sich um zwei gekoppelte Differentialgleichungen.
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Ein Beispiel fiir partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen enthalten partielle Ableitungen
nach verschiedenen Variablen.

Beispiel: Diffusion (erstes Fick'sches Gesetz)

om DA@C

ot ax’
Dabei ist %—T die Masse, welche pro Zeiteinheit t durch die Flache
A (z.B.) Membran, und % der Konzentrationsgradient entgegen
der FluBrichtung.Die Zahl D ist die Diffusionskonstante (abhéngig
von der Substanz).

Beispiel: Diffusion (zweites Fick'sches Gesetz) Aus dem ersten

Fick'schen Gesetz und der Massenerhaltung (% = —A%) folgt
o _ i
ot Ox?
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