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Bedingte Wahrscheinlichkeit
(Beispiel 2.1) Würfeln mit einem fairen Würfel, Ω = {1, ..., 6}. Wir
wissen:

P(1) = P(2) = ... = P(6) =
1

6
.

Nun würfeln wir verdeckt, und jemand sagt uns, dass die
gewürfelte Zahl gerade ist.

Wie verändern sich die Wahrscheinlichkeiten unter dieser
Zusatzinformation?

Es müssen neue Wahrscheinlichkeiten P̃ für die neue Situation
bestimmt werden. Intuition, bzw. Definition von
Wahrscheinlichkeitsmaßen:

P̃(2) = P̃(4) = P̃(6) =
1

3
,

und
P̃(1) = P̃(3) = P̃(5) = 0.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

(Def. 2.1) Sei (Ω,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien
A,B ⊆ Ω Ereignisse, mit P(B) > 0. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit für A gegeben B ist definiert als

P(A |B) :=
P(A ∩ B)

P(B)

I Die Formel ist nicht symmetrisch, A und B haben
unterschiedliche Rollen.

I (Beispiel 2.2: Würfeln unter Zusatzinformation)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Für jedes B ⊆ Ω ist P(· |B) : A 7→ P(A |B) ein
Wahrscheinlichkeitsmaß (vgl. Vorlesung 2).

I (Beispiel 2.3:
Ausfallwahrscheinlichkeit/Sterbewahrscheinlichkeit)
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Lebenserwartung/Sterbewahrscheinlichkeit
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Mehrstufige Experimente

Zufallsexperimente, welche in mehreren Schritten ablaufen, können
in Baumform dargestellt werden:

I Knoten des Baumes: Ergebnisse der jeweiligen Stufe

I Kanten (“Äste”) des Baumes: bedingte Wahrscheinlichkeit
des entsprechenden Ausgangs, gegeben das Ergebnis der
vorherigen Stufe

I “Blätter” des Baumes: Endergebnis des Experiments
entsprechend der Zwischenergebnisse
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Mehrstufige Experimente: Baumdarstellung
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Mehrstufige Experimente: Multiplikationsregel

Umformen der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit führt
auf

P(A ∩ B) = P(B) · P(A|B),

A,B ⊆ Ω. Daraus folgt:

Multiplikationsregel: In einem mehrstufigen Experiment berechnet
sich die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses durch Multiplikation
der Wahrscheinlichkeiten entlang der Äste, die zum Blatt mit
diesem Ergebnis führen.

I (Beispiel 2.4, 2.5: Test auf Krankheit)

I (Beispiel: Urnenmodelle)
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Formel von der Gesamtwahrscheinlichkeit

(Satz 2.1) Sei (Ω,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien
A,B ⊆ Ω Ereignisse, mit 0 < P(B) < 1. Dann gilt

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|Bc)P(Bc).

I (Beweis siehe Vorlesung)

I (Beispiel 2.6: Test auf Krankheit (Fortsetzung))
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Mehrstufige Experimente: Additionsregel

Die Formel von der Gesamtwahrscheinlichkeit kann auch anders
formuliert werden:

Additionsregel: In einem mehrstufigen Experiment berechnet sich
die Wahrscheinlichkeit für ein Ereignis durch Addition der
entsprechenen Einzelwahrscheinlichkeiten der Ergebnisse auf den
Blättern des Baumes, welche in das Ereignis eingehen.

(Skizze siehe Vorlesung)
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Allgemeine Formel von der Gesamtwahrscheinlichkeit

Sei (Ω,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei A ein Ereignis. Sei
B1, ...,Bn eine disjunkte Zerlegung von Ω. Dann gilt

P(A) =
n∑

i=1

P(A|Bi )P(Bi ).

Disjunkte Zerlegung bedeutet dabei P(Bi ) > 0 für alle i = 1, ..., n,
Bi ∩ Bj = ∅ für i 6= j , und

⋃n
i=1 Bi = Ω.

(Besipiel 2.7: Signalübermittlung durch mehrere Kanäle)
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Formel von der Gesamtwahrscheinlichkeit
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