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1 Zahlen

1.1 Zahlmengen

Im téglichen Gebrauch treffen wir vor allem auf die natirlichen Zahlen
N={1,2,3,...}.
Gelegentlich wird auch die Bezeichnung Ny = {0, 1,2, ...} benutzt.

Eine Erweiterung von N sind die ganzen Zahlen
zZ=A{..,-2,-1,0,1,2,...}.

Diese sind “niitzlich”, da z.B. eine Gleichung wie n + 5 = 3 keine Losung in N hat, d.h. es gibt
kein n € N, so dass n + 5 = 3. In Z gibt es eine solche Losung: mit n = —2 gilt n 4+ 5 = 3.

In analoger Form l&sst sich dies fortsetzen: 2-a = 5 ist auch in Z nicht 16sbar, erst in den rationalen
Zahlen (“Briiche”)

Q:{r:%:n,mez,m#O}

gibt es eine solche Losung, ndmlich a = %

Es gibt auch Gleichungen, die in Q nicht 16sbar sind, z.B. hat 22 = 2 keine rationale Losung. Diese
Losungen, hier also v/2, und weitere nicht-rationale Zahlen, wie z.B. die , Kreiszahl“ 7, bilden
zusammen mit den rationalen Zahlen die reellen Zahlen R.!

Immer wieder einmal werden wir nur Teile der reellen Zahlen ansprechen wollen, z.B. alle Zahlen
zwischen 0 und 1. Um solche Intervalle zu bezeichnen, gibt es spezielle Schreibweisen:

1.1.1 Notation

[a, 0] ={z €eR:a <z <b}
Ja,b) ={x e R:a <z <b}
[a,b)[={x €R:a <z <b}
Ja,bpf={x €R:a <z < b}

1.2 Rechnen mit rationalen Zahlen

Multiplikation und Division rationaler Zahlen sind sehr einfach und naheliegend durchzufiihren,
Addition und Subtraktion sind aber leider problematischer:

e Multiplikation
a-c

a c
b d b-d

Man kann also einfach die jeweiligen Zihler (der Ausdruck, der iiber dem Bruchstrich steht)

und Nenner (der Ausdruck, der unter dem Bruchstrich steht) miteinander multplizieren.

Werden die Ausdriicke umfangreicher, muss man aber auch hier aufpassen und Klammern
setzen und ausmultiplizieren:
2 1+2r 2-(1+22) 2+4x
l-z 3  3-(1-2) 3-3z°

1Eine exakte Definition von R ist iiberraschend knifflig, wir belassen es daher bei dieser informellen Darstellung.
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e Division

SS 17

Die Division ist nichts anderes als die Multiplikation mit dem Kehrwert:

a ¢ 3 a d_ a-d

b'd £ b c bec’
Kiirzen und Erweitern
Briiche sind nicht eindeutig — fiir einen Wert gibt es mehrere Briiche, die diesen Wert
darstellen, z.B. ist % = %. Meist wiinscht man sich moglichst einfache Briiche, d.h. solche

mit moglichst kleinen Nennern und Zahlern. Beim Kiirzen eines Bruchs entfernt man daher
einen Faktor, der sowohl den Zahler als auch den Nenner teilt:

a-b b
a-c ¢
Liest man dies von rechts nach links, multipliziert man also Z&hler und Nenner mit jeweils
dem gleichen Faktor, spricht man von erweitern.
Bei lingeren Ausdriicken miissen wir auch hier wieder aufpassen und erst den gemeinsamen
Faktor ausklammern, bevor wir kiirzen:

dr+8  Ax+2)  w+2
120 +8 433z +2) 3z+2°

Addition

Briiche mit gleichem Nenner sind sehr einfach zu addieren:

a-+c

i
b b

a
b
Briiche mit verschiedenen Nennern miissen so erweitert werden, dass sie den gleichen Nenner
haben (,,gleichnamig machen®), um sie addieren zu konnen:

QU
Q

Ul o
ISH
S
S
IS8

g+ _ +b~c_ad—|—bc
b B T obd
Zum Beispiel:
7 300 71 87
11 20 220 220 220 °
Subtraktion

Die Subtraktion ist nichts anderes als die Addition mit dem Negativen, sie funktioniert also
im Wesentlichen wie die Addition:

a Cc a —C

b d b d

Statt —¢ kann man auch —; verwenden, wie man durch Erweiterung mit —1 sieht:
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1.3 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Zuerst definieren wir einmal genauer die Potenz einer reellen Zahl:

1.3.1 Definition Seia € R und n € N. Es ist

_ 1
a®=1 , a"=a-a---q und a"=— fira#0.
H/_/ CLn
n-mal

1.3.2 Satz (Rechenregeln) Seien a,b € R und n,m € Z. Es gilt

a”"-a™ =

an
a™-b" = (ab)"”

(an)nl =a m

+m

Zum Beispiel ist 1 -23 =271.23 = 2(-143) =92 = 4,

Wenn wir Potenzen kennen, kénnen wir auch Wurzeln und Logarithmen definieren:

1.3.3 Definition Sei ¢ € N, a reell und a > 0, falls ¢ gerade ist. Dann heifit die Losung « der
Gleichung z9 = a die g-te Wurzel aus a:
1

r=<a=aq .
Bei geradem ¢ gibt es mehrere Losungen (z.B. gilt 22 = 1 sowohl fiir z = 1 als auch fiir z = —1),
dann verstehen wir unter der Wurzel stets die Losung mit « > 0.
Die zweite Wurzel wird i.a. einfach als “Wurzel” bezeichnet und /- statt /- geschrieben.

Wurzeln sind eigentlich nichts anderes als Potenzen mit rationalen Exponenten. Es gelten die
1

gleichen Rechenregeln wie oben, z.B. 32 -/3 =32.32 = 35,

1.3.4 Bemerkung Hier sehen wir nun auch, dass ein Ausdruck wie v/—1 nicht definiert ist: In
der Definition wird a > 0 verlangt.

Das hat einen guten Grund: es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat negativ ist.

Ahnlich wie die Wurzel-Definition liest sich die Definition des Logarithmus:

1.3.5 Definition Sei a > 0, b > 1, beide reell. Dann heifit die (eindeutig bestimmte) Losung x
der Gleichung b* = a Logarithmus von a zur Basis b:

z = logya .

1.3.6 Satz (Rechenregeln) Fiir b,¢ > 1 und z,y > 0 gilt
log, 1 =0 (weil b0 = 1)
logyb=1 (weil b* = b)

log, (2 - y) = log, = + log, y
log, ¥ =y - logy
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Die letzte Regel ist z.B. beim Rechnen mit Taschenrechnern niitzlich, die meist nur Logarithmen
zu wenigen Basen kennen (z.B. zur Basis ¢=10): Mit = 2 und b = 3 folgt

logn 2 0.301
08102 0301 o 6ay |

logs 2 =
O83% 7 Jog03 0477

Im Zusammenhang mit Potenzen und Logarithmen taucht gerade in den Naturwissenschaften und
der Mathematik eine bestimmte Zahl auf:

1.3.7 Notation Als Eulersche Zahl wird die Zahl
e = 2.718281828459045235360287471353.. ..

bezeichnet.

e ist keine rationale Zahl, d.h. wie z.B. bei der Kreiszahl 7 ist es nicht moglich, sie als Bruch (auch
nicht als endlicher oder periodischer Dezimalbruch) exakt darzustellen.

Es ist auf den ersten Blick vielleicht nicht ganz offensichtlich, warum gerade diese Zahl eine solche
Bedeutung hat, wir werden das spéter in Abschnitt 4.2.12 aber noch kléren.

Wihrend es also verschiedene Logarithmen gibt (néimlich zu verschiedenen Basen), ist der Loga-

rithmus zur Basis e etwas Besonderes:

1.3.8 Definition Der Logarithmus zur Basis e heifit natirlicher Logarithmus

Inz =log, x .

1.4 Schreibweisen

Fiir rationale Zahlen gibt es verschiedene Schreibweisen. Viele rechnen lieber mit Dezimalbriichen
wie z.B. 1.5714, dies ist mit einem Taschenrechner auch bequem, fiihrt aber in manchen Féllen zu
falschen Ergebnissen:

% . 1—71 ~ 0.636364 - 1.571429 = 1.000000844156

Offensichtlich stimmt dies aber nicht, denn es gilt ja 1—71 . % =1 = 1.0000000000000000000000. . .

Trotzdem werden Dezimalbriiche natiirlich gerne verwendet. Eine iibliche Variante ist die wissen-
schaftliche Notation, bei der Zahlen in der Form

a-10°

geschrieben werden. a nennt man die Mantisse, b den Ezponenten. Die Zahl 10 kénnte auch durch
eine andere Basis, z.B. die Zahl 2, ersetzt werden, das ist aber nur in sehr speziellen Situationen
gebréuchlich.

Diese Schreibweise ist einfach die Multiplikation mit einer 10er-Potenz:

5-10% = 500 da 102 = 100
1.23-10* = 12300 da 10* = 10000
1.23-107* =0.000123  da 10~* = 5555 = 0.0001
SS 17 4
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1.4.1 Bemerkung Ganz einfach ausgedriickt, wird bei der wissenschaftlichen Notation der De-
zimalpunkt (oder das Dezimalkomma) um so viele Stellen verschoben, wie der Exponent angibt:
nach rechts, wenn b > 0, nach links, wenn b < 0.

1.4.2 Bemerkung Ungeeignet sind Schreibweisen wie z.B. 2% fiir % Es ist iiblich, den Multi-

plikationspunkt wegzulassen (z.B. 2z statt 2 - z). Daher konnte 22 auch als 2 - 2 = 1 verstanden

2
werden.

Fiir Anteile und Anderungen verwendet man gerne die Prozentschreibweise. Neben Prozenten
(Hundertstel) verwendet man auch gerne Promille (Tausendstel) und ,,ppm*“ (parts per million,
Millionstel).

1% =145 =0.01 =1-107?
1%0 = 1055 = 0.001 =1-10"°

_ 1 _ _ —6

1.4.3 Beispiele e 2000 ppm = 2 %o = 0.2 % = 0.002
e 19% von 255.00¢ bedeutet 19 % - 255 = 0.19 - 255 = 48.45
o ,um 19% grofler als 255“ bedeutet 255 + 255 - 19% = 255 - (1 + 19 %) = 255 - 1.19 = 303.45

Es ist immer zu beachten, worauf sich eine Prozentangabe bezieht: z.B. wird auf einen Warenwert
von 100.00€ eine Umsatzsteuer von 19 % aufgeschlagen:

100.00 4 100.00 - 19 % = 100.00 - (1 4+ 19 %) = 100.00 - 1.19 = 119.00 . (1)

19 % des Rechnungsbetrags von 119.00€ sind aber 119-19% = 119-0.19 = 22.61, also mehr als
die vorher aufgeschlagenen 19.00 €.

Will man die Steuer aus dem Rechnungsbetrag wieder herausrechnen, muss man anders vorgehen
und Gleichung (1) umformen:

119.00  119.00
1+19% 119

100.00 - (1 +19%) = 119.00 = 100.00

Ein Thema, das eigentlich kein mathematisches Thema ist, uns aber gelegentlich beschéftigen
kann, sind Vorsitze fiir Mafleinheiten. Jeder kennt den ,,Kilometer“ oder das ,,Kilogramm*, was
ja nichts anderes als 1000 Meter bzw. 1000 Gramm bedeutet. Folgende SI-Prdfize sind definiert:

Symbol Name  Wert Symbol Name  Wert
da Deka  10' =10 d Dezi 107t =0.1
h Hekto 102 = 100 c Zenti 1072 =0.01
k Kilo 10% = 1000 m Milli 1072 = 0.001
M Mega  10° m Mikro 107°
G Giga  10° n Nano 107°
T Tera  10'2 p Piko 10712
P Peta 10'° f Femto 1071'°
E Exa 108 a Atto 10718
Z Zetta 1071 Z Zepto 1072
Y Yotta  10%* y Yokto 10724
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1.4.4 Beispiel Luftdruck wird z.B. als 1022hPa (,,Hekto-Pascal“) angegeben, dies entspricht
also 102200 Pa = 102.2kPa.

2 Losungen und Mischungen

2.1 Massenantelile

Eine Lisung besteht aus einem Stoff, der in einem Ldésungsmittel gelost wird. Der Gehalt (Kon-
zentation, Anteil) einer Losung kann auf verschiedene Weise angegeben werden.

2.1.1 Definition Der Massenanteil (,, Gewichtsprozent“) eines Stoffes A in einer Losung Lsg ist

_m(A)

(2)

wobei m(A) die Masse des gelosten Stoffes und m(Lsg) die Masse der Losung bezeichnet.

Der Massenanteil wird meist in Prozent, Promille oder ppm angegeben.

2.1.2 Bemerkung Es ist wichtig, hier genau zwischen der Lésung und dem Ldésungsmittel zu
unterscheiden:

Lose ich 20g Stoff in 100g Losungsmittel, habe ich insgesamt 120g Losung. Der Massenanteil ist
also % ~ 0.166667 ~ 16.7%.

Eine 20%-ige Losung enthilt dagegen 20g des gelosten Stoffes in 100g Losung. Dazu sind also 80g
Losungsmittel notig.

2.1.3 Beispiel Es sollen 500g einer 5%-igen Kochsalz-Losung hergestellt werden.
Wir haben also
m(NaCl)

w(NaCl) = m(Lsg)

m(NaCl) = w(NaCl) - m(Lsg) < m(NaCl) =0.05-500g = 25¢ .

Wir miissen also 25g Kochsalz in 500g — 25g = 475g Wasser losen.

Das kann man auch mittels Dreisatz rechnen:

100g Losung enthalten 5g Kochsalz und 95g Wasser
= 1g Losung enthalt % = 0.05g Kochsalz und % = 0.95g Wasser

= 500g Losung enthalten 500 - 0.05g = 25g Kochsalz und 500 - 0.95g = 475g Wasser

2.2 Verdiinnen und Konzentrieren

Beim Verdiinnen oder Konzentrieren einer Losung bleibt die Masse des gel6sten Stoffes gleich
(,,Gesetz von der Erhaltung der Masse").

2.2.1 Beispiel 500g einer 40%-igen Losung soll so verdiinnt werden, dass eine 16%-ige Losung
entsteht.

Da die Losung schwécher werden soll, muss also Losungsmittel zugefiigt werden. Wir berechnen
zunichst die Masse des vorhandenen reinen Stoffes:

100g 40%-ige Losung enthalten 40g reinen Stoff
= 500g 40%-ige Losung enthalten 500 - %g = 200g reinen Stoff
SS 17 6
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Diese 200g werden auch nach der Verdiinnung noch vorhanden sein.

Wir formen Gleichung (2) um:

_ m4) _
w(A) = m(Lsg) & m(Lsg) =

m(A)  200g 200
wA)  16%  0.16°

= 1250g

200g reiner Stoff ergeben also 1250g 16%-ige Losung. Da wir bereits 500g Losung haben, miissen
wir also noch 1250g — 500g = 750g Losungsmittel zur Verdiinnung zugeben.

2.3 Volumenkonzentration

Wir haben bislang immer mit dem Massenanteil gerechnet, also wieviel Prozent der Masse einer
Losung auf den gelosten Stoff entfallt.

Bei Losungen von Alkohol wird aber oft die Volumenkonzentration angegeben:

2.3.1 Definition Die Volumenkonzentration (,, Volumenprozent*) eines Stoffes A in einer Losung
Lsg ist
V(A)

o(A) = m ) (3)

wobei V(A) das Volumen des gelosten Stoffes und V' (Lsg) das Volumen der Losung bezeichnet.

1 ml

Die Volumenkonzentration wird als Dezimalzahl oder in der Form z.B. 1, 5,... angegeben. Die

Angabe als ,,Vol.-%*“ entspricht nicht mehr der Norm, ist aber z.B. bei alkoholischen Getrinken
iiblich.

2.3.2 Bemerkung Da verschiedene Konzentrationen unterschiedliche Dichten haben, kénnen
Volumina nicht einfach addiert werden: Ein Liter Alkohol in einem Liter Wasser ergibt keine zwei
Liter Mischung!

2.3.3 Beispiel Welche Volumenkonzentration hat ein Alkohol-Wasser-Gemisch, das in 750ml
Gemisch 300ml Alkohol enthélt 7

Wir setzen in Gleichung (3) ein:

V(A)  300ml
V(Lsg)  750ml

o(A) = = 0.4 =40 Vol.-% .

2.4 Mischungen

Wollen wir Losungen unterschiedlicher Massenanteile (oder Volumenkonzentrationen) mischen,
werden unsere Rechnungen etwas umfangreicher.
2.4.1 Beispiel 100g 10%-ige Salpetersiure soll mit 50g 40%-ige Salpetersiure gemischt werden.

Wie grof3 ist die Masse der Mischung und welchen Massenanteil hat sie ?

Die erste Frage ist leicht zu beantworten: Wegen der Erhaltung der Masse erhalten wir 150g Mi-
schung.

Fiir die Beantwortung der zweiten Frage brauchen wir etwas linger:

Ist wi; = 10% der Massenanteil der ersten Losung, dann ist darin

wy - 100g = 0.1 - 100g = 10g
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reiner Stoff (wasserfreies HNO3) enthalten und in der zweiten Losung, mit dem Massenanteil
w9 = 40%,
wg - 50g = 0.4 - 50g = 20g .

Die Mischung enthilt also 10g + 20g = 30g reinen Stoff, wir kénnen ihren Massenanteil wj; also

berechnen: 30
g
=—=02=20%.
Wpn 150g %

Verallgemeinern wir diese Rechnung erhalten wir

2.4.2 Satz (Allgemeine Mischungsgleichung) Sind mq,ma,...,my die Massen von k Losun-
gen mit den jeweiligen Massenanteilen w1y, ws, . .., wy, dann gilt fiir die Masse der Mischung dieser
Losungen mpy; = my + mo + - - - + my, und den zugehorigen Massenanteil wy,

Wpr - Mpyr =Wy M1 +wg -Mo + -+ + Wi - My .

In der Praxis mischt man meist nur zwei Losungen. Das fiir einen bestimmten Massenanteil wjys
bendtigte Massenverhdltnis der beiden Losungen kénnen wir viel leichter berechnen:

2.4.3 Satz
mi - W2 — Wpr

mo Wy — Wi
Hierfiir gibt es eine einfache Merkregel, das Mischungskreuz:

wy |lwe — war]

W lwar — wi]

In Pfeilrichtung werden die Werte subtrahiert (immer die kleinere Zahl von der gréfieren abziehen)
und die Differenzen in die rechte Spalte geschrieben. Dort kann man nun das bendtigte Massen-
verhéltnis der beiden Lésungen ablesen.

2.4.4 Beispiel Wir wollen 10%-ige Salpetersiure mit 40%-iger mischen, um 20%-ige Salpe-
tersdure zu erhalten.

Das Mischungskreuz lautet
10 40 —-20=120
NS
20

p
40 20— 10 =10

Das Massenverhéltnis ist hier also 20:10, d.h. auf 20 Teile 10%-iger Salpetersidure kommen 10 Teile
40%-iger Saure.

Haben wir beispielsweise 100g 10%-ige Salpetersidure, miissen wir diese mit 100g- % = 50g 40%-iger
Saure mischen.
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Oft sollen wir nicht nur einen bestimmten Massenanteil erreichen, sondern auch eine vorgegebene
Menge der Losung herstellen.

Hierbei miissen wir einen zweiten Rechenschritt an die Rechnung mit dem Mischungskreuz an-
schlieen.

2.4.5 Beispiel Es soll 1kg 15%-ige Salpetersidure hergestellt werden, indem 10%-ige mit 68%-iger
Salpetersdure gemischt wird.

Das Massenverhéltnis berechnen wir mit dem Mischungskreuz:

10 68 — 15 =53

NS
15

N\
68 15-10=5
Das Massenverhéltnis betragt also 53:5.

Mischen wir 53g 10%-ige mit 5g 68%iger Siure erhalten wir 58g Séure. Dies kénnen wir mit einem
Dreisatz auf 1kg umrechnen:

58¢ 15%-ige Sdure enthalten 53g 10%-ige und 5g 68%-ige
= 1g 15%-ige Sdure enthéilt 239~ 0.9138g 10%-ige und  Sg ~ 0.0862g 68%-ige
= 1000g 15%-ige Séure enthalten 913.8g 10%-ige und 86.2g 68%-ige

Wir miissen also 913.8g 10%-ige Salpetersidure mit 86.2g 68%-iger mischen, um lkg 15%-ige Sal-
petersdure zu erhalten.

Beim Rechnen mit Volumina statt Massen, muss immer die jeweilige Dichte der Losung beachtet
werden (vgl. Bemerkung 2.3.2). Solche Rechnungen sind also nur méglich, wenn wir diese Dichten
kennen.

Statt wie im letzten Beispiel 1kg Salpetersidure herzustellen, wollen wir nun 11 Sdure mischen:
2.4.6 Beispiel Es soll 11 15%-ige Salpetersiure hergestellt werden, indem 10%-ige mit 68%-iger
Salpeterséure gemischt wird. Wieviel Milliliter sind jeweils zu mischen ?

Da wir bei der Berechnung von Mischungen nur mit Massen rechnen kénnen, miissen wir die
Volumina iiber die Dichten umrechnen:

Massenanteil HNO3 | Dichte p
10% 1054.3 k&
15% 1084.2 &
68% 1404.6 &

Die Angaben der Dichte erfolgen hier in %, dies rechnen wir zuerst in & um:

k . 3 . 3
1—%:1 10(g:110g:1.10_3§
m3 1-1031  1-106ml ml

oder anders gesagt: 1 -2 = 1000 %.
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Das Massenverhéltnis bestimmen wir wieder mit dem Mischungskreuz (s.o.):

10g 68 — 15 = 53g
NS
15¢g

e hV
63¢g 15— 10 = 5g

Die Massen rechnen wir nun um in Volumina:

53g
53g HNO;3 (10%) = ——2— ~ 50.2703 ml
8 HINOs (10%) = 15515 "
. g
_ . 98
53g + 5g = 58z HNO3 (15%) = TS E ~ 53.4957 ml

Die Umrechnung auf 11 = 1000 ml erfolgt wieder iiber den Dreisatz (jetzt einmal kiirzer formuliert):

Wir mischen 232703 . 1000 ml ~ 939.7ml  10%-ige Salpetersiiure

mit 533?4599577 -1000ml =~ 66.5ml 68%-iger Salpetersiure.

Rechnet man nach, ist hier die Volumenkontraktion zu sehen:

Durch einfache Addition ergében sich 939.7 4+ 66.5 = 1006.2 ml statt der tatsédchlichen 1000 ml.

Auch beim Verdiinnen und Konzentrieren von Losungen kénnen wir mit dem Mischungskreuz
rechnen. Das reine Losungsmittel wird dabei als 0%-ige Lésung verrechnet.

2.4.7 Beispiel 1kg 10%-ige Salpetersiure soll durch Entzug von Wasser zu 15%-iger Siure
verstirkt werden.

Unser Mischungskreuz lautet:
10 15-0=15
/
15

7N
0 15-10=5

Das Massenverhéltnis ist also 15:5, d.h. pro 15g Lésung miissen 5g Losungsmittel entzogen werden.

Wenn wir also 15g 10%-iger Séure 5g Wasser entziehen miissen, bedeutet dies, dass wir 1000g
10%-iger Saure 1% - 1000 = 333.3g Wasser entziechen miissen. Wir erhalten folglich 666.7g 15%-ige
Salpetersiure.
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3 Funktionen

3.1 Funktionen und Graphen

3.1.1 Definition Eine Funktion f ist eine Vorschrift, die jedem Wert x aus einem Definitionsbe-
reich D(f) C R genau einen Wert f(x) zuordnet.

Der Wertebereich W (f) von f ist die Menge aller Werte die f annimmt:

W(f) ={y:y= f(z) fir ein z € D(f)} .

Im Graph einer Funktion werden die Werte = und f(x) gegeneinander aufgetragen.
Schauen wir uns einige Beispiele fiir wichtige Klassen von Funktionen an:

719

(1) Geraden:

Die allgemeine Darstellung einer Geraden ist
die Geradengleichung

f(z)=azx+b mit a,b € R.

r . | flz)=-x
f(z) kann fir alle reellen Zahen berechnet _% ! ! : fegmgianife
werden.

flz)=

Die Interpretation der Werte a und b ist recht
einfach: a ist die Steigung der Geraden, b die
Verschiebung der Geraden nach oben oder
unten. Abbildung 1: f(z) =z, -, sz +
Ein einfaches aber oft auftretendes Beispiel

ist die Identitit f(x) = x oder die konstante

Funktion f(x) = c.

(2) Potenzen:

Potenzen sind zum Beispiel
flx)=2, f(x) =23, fx)=2*, ..., y

also die Funktionen

—
n . —
fl@)=x mit n € Ng. 5 - ; r 3 4
f kann fiir alle reellen Zahlen berechnet wer- _a
den.
Fiir f(z) = 2™ mit € R und n € N ist 4

[0,00[ , falls n gerade,

W(f) ={

R , falls n ungerade.
Abbildung 2: f(z) = 2%, 23, 2%, 25
Die Graphen werden als Parabeln bezeichnet.
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(3)

(4)

(5)

SS 17

Kehrwert:

Die Kehrwert-Funktion kann fiir alle x # 0
berechnet werden. Sie kann alle Werte aufer
Null annehmen.

Wurzeln:

1

f@)=a% = /&

f kann, falls n ungerade ist, fiir alle reellen
Zahlen definiert werden. Ist n gerade, kann
f nur fiir nicht-negative Werte definiert wer-
den.

Logarithmen:

f(z) =log, x

kann nur fiir positive > 0 berechnet wer-
den. Fiir D(f) =]0, co[ nimmt f alle reellen
Werte an: W(f) =R.

Die Logarithmen zu verschiedenen Basen un-
terscheiden sich in ihren Graphen im Wesent-
lichen durch unterschiedlich schnelles Wachs-
tum. Alle Graphen tendieren bei 0 gegen
—00, passieren die z-Achse bei 1 und wachsen
dann ziemlich langsam gegen oc.
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Abbildung 3: f(z) =1

XIJ’B

Abbildung 4: f(z) = /x und f(z) = V=

[X]
Lo 4
s

Abbildung 5: f(z) =Inz
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(6)
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Exponentialfunktion:

Die Ezponentialfunktion ist die Funktion
f(z)=e",

wobei e die Eulersche Zahl (vgl. 1.3.7) be-
zeichnet.

e” ist fiir alle reellen Zahlen definiert, nimmt
aber nur positive Werte an.

Auch andere, allgemeinere Exponentialfunk-
tionen lassen sich betrachten: f(x) = a® fiir
a > 0. Der Unterschied liegt nur in unter-
schiedlich schnellem Wachstum. Alle Expo- —3 —1 0 1
nentialfunktionen wachsen aber ,schneller”

als z.B. Potenzen. Abbildung 6: f(x) = e®

3.1.2 Beispiel Als Beispiel fiir die Exponentialfunktion untersuchen wir (mathematisch)
die Vermehrung des Cholera-Erregers Vibrio cholerae.

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 werde eine Vibrio cholerae-Kolonie in eine Néhrlosung gebracht. 30 Mi-
nuten spéter gibt es 329 Erreger, nach 60 Minuten findet man 2684 Erreger.

f(t) beschreibe die Anzahl der Erreger zum Zeitpunkt ¢. Wir beschreiben das Wachstums-
verhalten der Kolonie durch einen Ezponentialansatz:

Ft) = A-e®
Wir haben also
A 30B
F(30) = Ae30B =329 = ;29 =1 (4)
AGGOB
_ 60B __ _
£(60) = Ae%0B = 2684 = Soir =L
Es folgt
AeB0B  A¢S0B L 284 AT
329 2684 329 Ae30B  ©
2684
& 30B=In =
7329
1. 2684

Hieraus kénnen wir A leicht berechnen: Aus Gleichung (4) folgt

329 399
A= e30B = e =~ 40.33

Insgesamt ist demnach
f(t) ~ 40.33 ¢0-06997¢

Zum Beispiel ist f(0) a2 40.33, zu Beginn des Experiments wurden also ca. 40 Erreger in die
Nihrlssung gegeben. Nach nur 5 Stunden haben diese sich zu f(300) ~ 5.27 - 10'° Erregern
vermehrt !
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Bei solchen Wachstumsprozessen betrachtet man gerne die Verdoppelungszeit, in der sich die
Probe verdoppelt: Fiir welches tp ist f(t +tp) =2 f(t)?

ft+tp)=2-f(t) & AeBUHD) — 94 P

= eBip =2
= Btp =1n2

Also ist
B 1r172 0.693

B~ 0.06997
d.h., in nicht einmal 10 Minuten verdoppelt sich eine Vibrio cholerae-Kultur.

tp ~ 9.91 y

Hier haben wir einen Wachstumsprozess betrachtet. Bei einem Zerfallsprozess gehen wir
ganz analog vor. Die Konstante B, die wir dabei erhalten, wird aber negativ sein, dadurch
fallt f(¢t).

Auflerdem betrachtet man dann statt der Verdoppelungszeit die Halbwertszeit tg und 16st
dazu die Gleichung f(t +tg) = 3 - f(t).

Trigonometrische Funktionen:

Trigonometrische Funktionen wie sin z und cos x stehen iiblicherweise in Zusammenhang mit
Winkeln.

Wahrend im Alltag Winkel meistens in Grad angegeben werden, werden Winkel wissen-
schaftlich im Bogenmaf§ gemessen. Dabei wird der Winkel als die Liange des zugehorigen
Kreisbogens eines Kreises mit Radius 1 angegeben.

Abbildung 7: Winkel im Bogenmaf}

Da ein Kreis mit Radius 1 einen Umfang von 27 hat, entspricht dem Vollwinkel von 360°
also der Winkel 27.
0° | 30° | 45° | 90° | 180° | 360°

ofgls[s] [

Die Sinus- und Cosinus-Funktionen sind anschaulich die Léngen der beiden Katheten eines
rechtwinkligen Dreiecks, das in einen Kreis mit Radius 1 eingeschrieben ist.

14

18. Mai 2017
Rev: 10007



Mathematische und statistische Methoden fiir Pharmazeuten 3.1

o
y sin @ \
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Abbildung 8: Sinus und Cosinus eines Winkels ¢
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3
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o
3
w
3
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Die beiden Funktionen sinx und cosx konnen fiir alle reellen Zahlen berechnet werden,
nehmen aber nur Werte aus dem Intervall [—1, 1] an.

0.5
sinfx)
I I I I | 1 I I |
cos(x)
NI T _gs o NIn omNSmSIn Tms 2w 8w SmNImo 3w
2 4 2 2 4z
Abbildung 9: sinx und cosx
3.1.3 Satz (Rechenregeln)
sin(—x) = —sinx
cos(—x) = cosx
sin(x £ 27) =sinx (5)
cos(x &+ 27) = cosz (6)

(sinx)® + (cosz)* =1

Die Gleichungen (5) und (6) besagen, dass sich die Werte von sinz und cosz mit einer
Periode der Lénge 21 wiederholen. Sinus und Cosinus nennt man deshalb auch 27-periodisch.
Es geniigt daher, die Funktionen im Intervall [0, 27] zu kennen.

Weitere trigonometrische Funktionen ergeben sich aus sinz und cosz. Der Tangens ist die
Funktion .
sin x
tanx =

cosx
und der Cotangens ist

(jeweils definiert fiir Werte, bei denen die Nenner ungleich 0 sind).
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Da die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, ist es nicht ohne weiteres moglich, sie
umzukehren, also z.B. zu sagen, fiir welche x sinxz = 0 gilt. Dies ist fiir eine Vielzahl von
Werten der Fall: 0,7, 27, —m, .. ..

Betrachtet man aber nur einen eingeschrénkten Bereich der reellen Zahlen, werden die Werte
der trigonometrischen Funktionen eindeutig, man kann sie dort also umkehren:

Fir z € [—g, g] nimmt die Sinus-Funktion jeden Wert aus [—1,1] genau einmal an. Thre

Umkehrfunktion, der Arcussinus, ist daher definiert auf dem Intervall [—1, 1]:

. . . . T
arcsiny = x fir y =sinz mit z € {—5,5} .

Analog definiert man die Umkehrfunktionen von cos, tan und cot:

arccosy =« fiir y = cosz mit x € [0,7] ,
. . T
arctany = x fiir y = tanx mltxe}——,g[ ,

arccoty =«  fir y = sina mit « € )0,

3.2 Logarithmische Skalen

Betrachten wir die Funktion f(x) = 2* mit = € R. Es gilt (die Wahl des Logarithmus zur Basis 10
ist eher willkiirlich)

y=2" < loggy =logy(2") =zlog;y2=Cx

mit der Konstanten C' = log 2.

Ersetzen wir log;,y durch y, erhalten wir
y=Czx.

Dies ist eine Gerade, die Transformation log;, y — y bewirkt also eine Linearisierung der Funktion
fla) =27,

Diesen Effekt kénnen wir ausniitzen, indem wir statt der {iblichen linearen Skala (Abbildung 10)
in Graphen von Funktionen eine logarithmische Skala (Abbildung 11) verwenden.

Dies hat die Folge, dass die Graphen von Exponentialfunktionen als Gerade erscheinen, wenn man
sie auf Millimeterpapier mit einer logarithmischen y-Skala (sog. logarithmisches Papier) eintrigt.
Diese ,verzerrte“ Darstellung ist aber in manchen Fillen giinstiger, z.B. iibersichtlicher, als die
,normale” Darstellung.

Betrachten wir nun statt der Exponentialfunktion eine Potenz, z.B. f(z) = 22 mit x € R.
Die gleiche Uberlegung wie oben ergibt

y=2°> & log,y=log (x2) =2logpx .

Ersetzen wir hier log;,y durch y, erhalten wir statt einer Geraden eine logarithmische Funktion.

Verwenden wir aber die beiden Transformationen log,,y — y und log,, « — z, so erhalten wir
y=2z.
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Abbildung 10: f(z) = 2% mit linearer y-Skala Abbildung 11: f(z) = 2% mit logarithmischer
y-Skala

Die gewiinschte Linearisierung wird also durch eine doppeltlogarithmische Transformation bewirkt.
Entsprechendes doppeltlogarithmisches Papier hat sowohl auf der z- als auch der y-Achse eine
logarithmische Skala.

Potenzfunktionen, die hierauf eingetragen werden, erscheinen als Geraden.

100 100 i}

90
504 50
0
70
a0
50 10 10
40
30
20

10

1 2 3 4 5 [ 7 8 9 1 1 2 3 4 5 [ 7 I3 9 10 1 2 3 4 5 6 735910

Abbildung 12: Abbildung 13: Abbildung 14:
f(x) = 2% mit linearen Skalen f(x) = x? mit logarithmischer f(x) = 2? mit doppeltlogarith-
y-Skala mischer Skalierung (logarithmi-

sche z- und y-Achse)

In der Praxis ist der Eintrag von (Mess-)Werten in logarithmische oder doppeltlogarithmische
Skalen eine einfache Moglichkeit, zu priifen, ob z.B. experimentelle Daten einer exponentiellen
oder einer potenziellen Gesetzméfigkeit entsprechen:

In Graphen mit linearen Skalen sind Potenzen kaum von Exponentialfunktionen zu unterscheiden.
Zeichnet man die Graphen aber mit (doppelt-)logarithmischen Skalen, ist i.a. recht leicht erkenn-
bar, wann die Daten die Form einer Geraden annehmen. Dies hilft dann, den richtigen Ansatz fiir
eine mathematische Modellierung zu finden, d.h. eine Funktion zu finden, die das Verhalten der
beobachteten Daten beschreibt.
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3.3 Grenzwerte

Eines der wichtigsten mathematischen Konzepte ist der Begriff ,, Grenzwert“. Anschaulich ist recht
klar, was mit diesem Begriff gemeint ist:

3.3.1 Definition Sei a € R oder sei a = +o0o. Falls ein Punkt g € R existiert, dessen Unterschied
zum Funktionswert f(z) beliebig klein wird, wenn man = geniigend nahe beim Punkt a wéhlt,
dann heifit g Grenzwert von f in a:

lim f(z)=g¢.

r—a

3.3.2 Beispiele (1) Betrachten wir f(z) = 2® und @ = 2. Dann ist lim 22 = 4.

r—2

Je néher ndamlich x bei 2 gewéhlt wird, desto niher liegt f(x) bei 4.

(2) Wir konnen statt einer reellen Zahl ¢ auch den Grenzwert in co oder —oco betrachten. Dann
untersuchen wir, welchen Wert f(z) annimmt, wenn x beliebig gro (z — oo) bzw. klein
(x — —o0) wird. Zum Beispiel:
1
lim —=0.
rT—00 I
3.3.3 Bemerkung In dem Punkt a, in dem wir den Grenzwert betrachten, muss f gar nicht
definiert sein. Es geniigt, wenn f in der ,N&he“ von a existiert.

Man betrachtet auch oft Grenzwerte, die nur von einer Seite berechnet werden:

lim f(x) bzw. lim f(z)

r—a+ Tr—ra—

bezeichnet Grenzwerte von rechts bzw. von links, bei denen nur untersucht wird, wie diese Grenz-
werte aussehen, wenn man x > a bzw x < a betrachtet.

3.3.4 Beispiel Fiir die Kehrwertfunktion gilt (vgl. Abbildung 3 auf Seite 12)

. 1 .
lim — =o0 aber lim — =—-00.
r—0+ o x—0— o

Was man hieran auch erkennt: Den Grenzwert lin%) % gibt es gar nicht, da es eben keinen Wert g
T—

geben kann, in dessen Nihe die Werte von f(x) liegen, wenn x nahe 0 ist.

3.4 Stetigkeit

Man bezeichnet eine Funktion als stetig in einem Punkt, wenn sie dort nicht ,,springt“, also nicht
plotzlich ihre Werte veréndert.

Mathematisch ausgedriickt bedeutet dies, dass der Grenzwert der Funktion in diesem Punkt gerade
gleich dem Funktionswert ist:

3.4.1 Definition Eine Funktion f ist an einer Stelle a € D(f) stetig, wenn der Grenzwert von f
an dieser Stelle existiert mit

lim f(x) = f(a) .

Tr—ra

Ist f stetig in allen Punkten einer Menge M, dann heifit f stetig auf M.

In den meisten Féllen ist anschaulich klar, ob eine Funktion stetig ist bzw. wo ihre Unstetigkeits-
stellen liegen:
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3.4.2 Beispiele (1) Die konstante Funktion f(z) = ¢, die Identitdt f(z) = x und allgemein
alle Geraden sind auf ganz R stetig (vgl. Abbildung 1).
(2) )=
o
Der Kehrwert f(z) =1 (vgl. Abbildung 3) ist fiir 2 # 0 offenbar stetig.

Interessant ist die Stelle z = 0. f ist in diesem Punkt nicht definiert, kann dort also auch
nicht unstetig oder stetig sein. Die Frage nach (Un-)Stetigkeit macht nur fiir Punkte aus
dem Definitionsbereich Sinn, da die Funktion auch nur dort existiert. Man kann also nicht
sagen, f(x) sei unstetig oder stetig in 0.

Tatséchlich hat die Kehrwertfunktion keine Unstetigkeitsstellen.

(3) f(z) = {J;2 firx <0

z2—1 firz>0

—14

Abbildung 15: Funktion mit Unstetigkeitsstelle in 0.

Diese Funktion (vgl. Abbildung 15) ist fiir alle reellen Zahlen definiert, wir kénnen also
D(f) = R betrachten.

Fiir z # 0 ist diese Funktion stetig, in 0 ist f aber unstetig, denn der Grenzwert lin%) f(z)
T—r

existiert nicht, kann also nicht gleich dem Funktionswert f(0) = 0 sein.

Fiir stetige Funktionen gelten Rechenregeln, die im Wesentlichen sagen, dass Funktionen, die durch
die vier Grundrechenarten aus stetigen Funktionen entstehen, ebenfalls stetig sind:

3.4.3 Satz (Rechenregeln) Sind f(z) und g(z) stetige Funktionen, so ist auch. ..

o f(x) £ g(z) stetig,

f(x)
o f(x)-g(z) stetig und

AC)
g()

3.4.4 Beispiele (1) Polynome P(x) = ag+ a1 — asx?® + - - -+ a, 2" sind stetig auf D(P) = R:

stetig, sofern g(z) # 0.

Polynome sind durch Addition und Multiplikation ,,zusammengesetzt“ aus den stetigen
Funktionen f(z) = 2 und der konstanten Funktion f(z) = ¢ und sind daher stetig.

Insbesondere sind die Potenzen, also f(z) = ¢, f(z) =z, f(z) = 22, f(z) = 23,... stetig.
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P(x)

(2) Rationale Funktionen sind die Funktionen R(z) = 0@ wobei P und @ Polynome sind. Es
gilt D(R) = {z € R: Q(x) # 0}.

Rationale Funktionen sind ebenfalls stetig, da sie sich aus (stetigen) Polynomen durch Di-
vision ergeben. Die , kritischen* Stellen, in denen der Nenner 0 wird, liegen nicht im Defini-
tionsbereich, dort kann die Funktion also weder stetig noch unstetig sein, da es sie dort gar
nicht gibt.

Insbesondere ist z.B. die Kehrwert-Funktion f(z) = % stetig, das wissen wir aber ja bereits.
Viele der ,,iiblichen“ Funktionen wie Polynome oder irrationale Funktionen sind also stetig. Eben-
falls stetig auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich sind

sinxz, cosz, €, lnz, |z

sowie die Arcus-Funktionen.

AuBlerdem gilt

3.4.5 Satz Seien f und g stetige Funktionen mit W(g) C D(f). Dann ist auch die verkettete
Funktion f(g(zx)) stetig.

1
3.4.6 Beispiel cos — ist stetig auf R\ {0}:
x

L ist stetig auf R\ {0} mit W (1) =R\ {0}. cos ist stetig mit D(cos) = R, also ist cos L stetig.

4 Differenzialrechnung

4.1 Differenzierbarkeit

FEine Grundidee der Differenzialrechnung ist die Frage, welche , Steigung“ eine Funktion in einem
gegebenen Punkt hat.

4.1.1 Definition Eine Funktion f heifit differenzierbar in a € D(f), wenn der Grenzwert

d _ fz) = fla)
/ = — =
/(@) = 2 fla) = tim "=
existiert.
f heit differenzierbar auf M C D(f), wenn f in allen a € M differenzierbar ist.

Die Funktion f’ heifit Ableitung von f.

4.1.2 Bemerkung (1) Natiirlich kann auch die Ableitung f” auf Differenzierbarkeit untersucht
werden und evtl. hat auch f’ eine Ableitung, die dann wiederum eine Ableitung haben kann,
et cetera. Auf diese Weise entstehen die Ableitungen héherer Ordnung

o, W e

(2) Die erste Ableitung entspricht — das war ja die Idee hinter diesem Begriff — der Steigung
der Funktion.

Die zweite Ableitung stellt nun die Verdnderung der Steigung dar, anders ausgedriickt, die
Kriimmung der Funktion.
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4.1.3 Beispiele (1) f(z)=azr+ S mita,feR
Sei a ein beliebiger Punkt in R. Dann gilt

f(x)~ f(a) _ox+f—aa—p

T —a T —a
oz —a)

f ist also differenzierbar in allen reellen Zahlen (da a beliebig in R gew#hlt war) und es gilt
fll@)=a.

Bei Geraden hatten wir ja auch nichts anderes erwartet. Spezialfélle sind beispielsweise die
Identitét

fley=2 mit fl(z)=1

oder die konstanten Funktionen
f@)=p mit f(2)=0.

(2) f(z) = |z| im Punkt 0 und mit D(f) =R

Wenn wir uns den Graphen von f vorstellen, bemerken wir, dass f in 0 keine eindeutige
Tangente hat — die Betragsfunktion ist dort also nicht differenzierbar.

In allen anderen reellen Zahlen ist die Betragsfunktion aber sehr wohl differenzierbar; die
Ableitung ist 1 fiir positive und -1 fiir negative Werte.

Anschaulich klar und mathematisch wichtig ist folgender Satz:
4.1.4 Satz Ist eine Funktion differenzierbar, so ist sie auch stetig.

Anders ausgedriickt: Ist eine Funktion nicht stetig, kann sie auch nicht differenzierbar sein.

Die Umkehrung dieses Satzes aber gilt nicht: Oben haben wir gesehen, dass die Betragsfunktion
in 0 nicht differenzierbar ist, obwohl die Funktion dort stetig ist.

4.2 Ableitungsregeln

Fiir einige der Funktionen in Abschnitt 3.1 wire der Nachweis der Differenzierbarkeit und die
Berechnung der Ableitung iiber die Berechnung des Grenzwertes des Differenzenquotienten aus
Definition 4.1.1 nicht einfach, zum Beispiel:

4.2.1 Satz Die Funktionen e*, In x, sin x, cos z und die Arkusfunktionen sind auf ihrem jeweiligen
Definitionsbereich differenzierbar und es gilt

(e®) =e® (arcsinz)’ = ﬁ
1 1
(Inz) = - (arccos x) = g
1
(sinz) = cosz (arctan x)’ = 522
(cosz) = —sinz (arccot )’ = fﬁ
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Natiirlich ist es aber nicht moglich, eine Liste aller differenzierbaren Funktionen aufzustellen, wir
brauchen dazu bessere Techniken.

In der Praxis werden zur Berechnung von Ableitungen Regeln verwendet, die besagen, dass Sum-
men, Produkte, usw. differenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar sind und beschreiben, wie
die gesuchten Ableitungen gebildet werden.

Fiir Potenzen gilt beispielsweise

4.2.2 Satz Sei a € R. Dann ist f(z) = z® differenzierbar mit
fl(x) = az™ ! .

4.2.3 Beispiel Fiir f(z) = 22 haben wir f'(z) = 2u.

Eine ebenfalls hiufig gebrauchte Regel ist

4.2.4 Satz (Summenregel) Seien f und g in a differenzierbar. Dann ist auch f + g in a differen-
zierbar mit

(f £9)(a) = f'(a) £ g'(a) .

4.2.5 Beispiel Sei h(z) = 22422 +1. Wir kénnen h als Summe von f(z) = 2% und g(x) = 22+1
ansehen. Wir wissen bereits

und haben daher

Fiir das Produkt von Funktionen brauchen wir eine andere Regel:

4.2.6 Satz (Produktregel) Seien f und g differenzierbar in a. Dann ist f - ¢ differenzierbar in a
mit

(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) .

4.2.7 Beispiele (1) Betrachten wir h(z) = x - Inz. Es folgt

1
h'(z):lolnerx'E:lnerl.

(2) Betrachten wir den Fall, in dem eine Funktion mit einer Konstanten ¢ € R multipliziert wird.
Da die Ableitung einer Konstanten Null ist, folgt:

(cf(z))" =0-f(z) +c- fl(x) =cf'(x) .

Ein konstanter Faktor bleibt beim Ableiten also einfach erhalten.

Fiir den Quotienten differenzierbarer Funktionen gibt es

4.2.8 Satz (Quotientenregel) Seien f und g in a differenzierbar und sei g(a) # 0. Dann ist £ in

a differenzierbar mit ) g
(f ) (a) = £ (@9e) — (@)g'(@)
g (9(a))?
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4.2.9 Beispiel

. I .
sinx cosr-x —sinz-1
x 2

cosr sinx 5
= - — fiir x #£ 1.
2
T x

Funktionen setzen sich nicht nur durch Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division aus
anderen Funktionen zusammen — sie kénnen auch verkettet (vgl. Satz 3.4.5) sein. In diesem Fall
verwenden wir

4.2.10 Satz (Kettenregel) Sei h(x) differenzierbar in a und sei g(x) differenzierbar in h(a). Dann
ist die Funktion

differenzierbar in a mit

f'(@) =g'(h(x)) - W' (z) .
g’ wird hierbei oft die dufere Ableitung, h' die innere Ableitung genannt.

4.2.11 Beispiel Betrachten wir f(z) = sin (z? — 1). Mit h(z) = 2% —1 = h/(z) = 2z und mit
g(x) =sinz = ¢'(z) = cosz gilt

f'(z) = cos (z* — 1) - 22

4.2.12 Bemerkung Betrachten wir allgemeinere Exponentialfunktionen, also f(x) = a® fiir ein
reelles a > 0 und =z € R. Es gilt
a® = (elna)w _ exlna ) (7)

(Diese Uberlegung ist ein gelegentlich sehr niitzlicher ,Rechentrick®, um solche Ausdriicke zu
handhaben.)

Nach der Kettenregel gilt nun
(a®) = (e“““)/ =M ng =a"Ina .

Nur fiir a = e ist Ina = 1. Der Spezialfall (e*)’ = e® ist also von allen Exponentialfunktionen
diejenige Funktion mit der einfachsten Ableitung! Dies erklért die Bedeutung der Funktion e* im
Vergleich zu Exponentialfunktionen zu anderen Basen.

Mit Satz 4.2.2 kénnen wir Funktionen der Form z* ableiten und der ,Rechentrick* in (7) kann
benutzt werden, um Funktionen abzuleiten, bei denen x im Exponenten steht. Was aber machen
wir, wenn x sowohl in der Basis als auch im Exponenten auftritt? Fiir solche Félle benotigen wir
unsere letzte Ableitungsregel:

4.2.13 Satz (logarithmische Differenziation) Seien f und g differenzierbar auf einem Intervall
Ja,b[ mit f(x) > 0. Dann ist f(2)9*) differenzierbar mit

(F@)7@) = F@)® - (glw) - f @)
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4.2.14 Beispiel Berechnen wir die Ableitung von f(z) = «® fiir > 0:
() = 2®(zInz)

1
=z" (1~lnx+x~>
x

=2°(Inz +1)

4.3 Extremwerte

Dieses Thema ist wohl allen noch aus der Schulzeit bekannt — wir schauen es uns einmal genauer
an.

Anschaulich ist zum Beispiel ein lokales Maximum eine Stelle in der die Funktion grofler ist als

in der unmittelbaren Umgebung dieser Stelle. Wir bené6tigen also zuerst eine mathematische Be-

schreibung des Begriffes ,,Umgebung*:

4.3.1 Definition Sei £ > 0. Eine €-Umgebung eines Punktes a € R ist die Menge
Ufa)={xreR:a—e<zx<a+te}.

Damit kénnen wir Extremwerte definieren:

4.3.2 Definition Sei f eine Funktion, die auf |a, b[ definiert ist. f hat in z¢ €]a, b[ ein

o lokales Minimum, wenn es ein € > 0 gibt, so dass f(z¢) < f(z) fir alle z € Uc(xp),

o lokales Maximum, wenn es ein € > 0 gibt, so dass f(xg) > f(x) fiir alle x € Uc(xg).

Ein Minimum oder Maximum wird auch als Extremum bezeichnet.

€ X aptoe N

Abbildung 16: Vor dem Maximum wéchst die Funktion, dahinter féllt sie

Offensichtlich wéchst die Funktion auf der linken Seite eines Maximums (es ist dort also f/(z) > 0),
auf der rechten Seite fillt die Funktion (also f/(z) < 0). Bei einem Minimum verhélt es sich genau
umgekehrt. In einem Extremum muss stets f/(z) = 0 gelten. Dies ist ein erstes Kriterium fiir das
Vorliegen eines Extremums:

4.3.3 Satz (notwendiges Kriterium fiir Extrema) Sei f eine in x differenzierbare Funktion. Hat
f in zq ein lokales Extremum, so gilt f'(x¢) = 0.

4.3.4 Beispiele (1) f(z) = z? hat in x = 0 bekanntlich ein Minimum. Tatséchlich gilt f/(x) =
2z, also f'(0) = 0.

(2) f(x) = 2® hat kein Extremum in x = 0. Trotzdem ist f'(x) = 3x2, also f'(0) = 0.
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Das letzte Beispiel zeigt, dass die Ableitung auch den Wert 0 annehmen kann, obwohl kein Extre-
mum vorliegt. Das Kriterium nennt man deshalb ,notwendig“, da f’(z) = 0 zwar notwendig fiir
ein Extremum ist, aber nicht hinreichend. Das Kriterium ist dennoch niitzlich, wir kénnen damit
némlich die moglichen Stellen fiir ein Extremum finden und diese Stellen dann nidher untersuchen:

Wie wir oben gesehen haben, wichst auf der linken Seite eines Maximums die Funktion, dieses
Wachstum wird aber immer geringer bis dieses Wachstum rechts des Maximums sogar negativ
wird, weil die Funktion fallt.

Das Wachstum wird durch f’ dargestellt, die Veréinderung davon ist die Ableitung hiervon, also
f". Dass das Wachstum immer geringer wird, bedeutet also mathematisch ausgedriickt, dass die
zweite Ableitung negativ wird.

Betrachten wir ein Minimum, gilt die analoge Uberlegung. Wir erhalten

4.3.5 Satz (hinreichendes Kriterium fiir Extrema) f sei 2-mal differenzierbar mit f/(zo) = 0.

o Ist f(x9) <0, dann hat f in z( ein lokales Maximum,

e ist f”(xp) > 0, dann hat f in z( ein lokales Minimum.

4.3.6 Beispiel Betrachten wir f(z) = 2 — 322.

Es ist f/'(x) = 32% — 62 = 3z(z — 2), also ist f/(x) = 0 fiir x = 0 und fiir z = 2. Dies sind also die
Stellen, an denen Extrema vorliegen kénnten.

Weiter ist f”(x) = 6z — 6, folglich f”(0) = —6 < 0, f hat in 0 also ein lokales Maximum.
In z =2ist f(2) =6 >0, f hat in 2 also ein lokales Minimum.

Aber auch der letzte Satz 16st das Problem, ein Extremum zu finden, noch nicht in jedem Fall:

Esist z.B. f(z) = 2° = f'(z) =32 = f"(x) = 6z, also f/(0) = 0 und f”(0) = 0, der Satz
macht also keine Aussage. Tatséchlich hat 23 in 0 kein Extremum. Dies kann man in der Situation,
dass f(x) = 0 gilt, aber nicht immer folgern, denn es ist auch f(z) = 2 = f/'(z) = 423 =
f"(x) = 1222 und x* hat in 0 ein Minimum.

Die genauen Voraussetzungen fiir das Vorliegen von Minimum, Maximum oder keinem Extremum
beschreibt:

4.3.7 Satz Eine Funktion f sei n-mal differenzierbar auf |a, b[ mit n > 2. An einer Stelle 2y gelte

fl@o) = f"(wo) = -+ = f D (wg) =0

aber
F (o) # 0.
Dann gilt:

e Ist n gerade und f(™(xq) < 0, dann hat f in o ein lokales Maximum,
e ist n gerade und £ (z() > 0, dann hat f in z¢ ein lokales Minimum und

e ist n ungerade, dann hat f in zy kein Extremum.

4.3.8 Beispiel Sei f(z) = g2 — 22° + 12*. Da

fl(z) =2 22" + 23 = 23(2® — 22+ 1) = 23(z — 1)?

hat f’ Nullstellen in 0 und 1. Dies sind also mogliche Stellen fiir Extremwerte.
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Es gilt weiter

f(x) =52* —82® + 322 = f"(0)=0 und f’(1) =0
" (x) =202° — 242 + 62 = f”(0) =0 und f"(1) =2
fW (@) =602 —48z+6 = fW(0)=6

In z = 0 ist also n = 4 (gerade) und f*)(0) > 0, es liegt also ein lokales Minimum vor.

In x = 1 dagegen ist n = 3, n ist also ungerade und es gibt hier kein Extremum.

5 Integralrechnung

5.1 Das Integral einer Funktion

Anschaulich messen Integrale die Fliche ,unter einer Kurve®, d.h. die Fliche zwischen dem Gra-
phen einer Funktion und der z-Achse.

Abbildung 17: Die Fliche unter einer Kurve

Wir wollen hier die mathematischen Einzelheiten einmal beiseite lassen und uns auf die praktische
Berechnung von Integralen konzentrieren.

Sei f(z) eine stetige Funktion, die auf einem Intervall [a,b] definiert ist. Dann gibt es eine Flidche
zwischen dem Graphen dieser Funktion und der horizontalen Achse des Koordinatensystems. Die
GroBe dieser Fliche iiber dem Intervall [a,b] ist das Integral dber f(x) von a bis b:

/bf(ac)d:z:.

5.1.1 Bemerkung (1) Ist f(z) negativ, geht auch die entsprechende Fliche unterhalb der
x-Achse negativ in die Berechnung ein.

(2) Die Variable z in f: f(z) dz ist nur ein Platzhalter. Ebenso kénnte man eine andere Variable

wiahlen:
b b b

/f(w)de/f(t)dt:/f(w)dw:...

a a a
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(8) Das Integral lisst sich auch fiir einige nicht-stetige Funktionen berechnen, sofern unter de-
ren Graphen eine in geeigneter Weise messbare Flidche existiert (die auch Null sein darf).
Funktionen, deren Integral berechnet werden kann, heiflen integrierbar. Stetige Funktionen
sind stets integrierbar.

5.2 Rechnen mit Integralen

Man kann Integrale f; f(x) dz nicht nur fir a < b definieren. Wir erweitern den Begriff:

5.2.1 Definition Sei f in [a,b] integrierbar. Es sei

b a

/af(x)dx:—/f(x)dx und /f(m)dsz.
b

Dariiber hinaus gilt:

5.2.2 Satz Eine Funktion f ist in [a,b] genau dann integrierbar, wenn f fiir jedes ¢ € [a,b] in
[a, ] und [c,b] integrierbar ist. Dann gilt

/bf(m)dx—/cf(x)der/bf(x)dx.

Eine Folgerung aus diesem Satz ist sehr niitz- 2
lich: Auch jede abschnittsweise stetige Funktion ]
ist integrierbar. 1.5

Da eine solche Funktion in Teilintervallen ste-

11
tig ist, ist sie dort jeweils integrierbar. Nach ] ﬂ

Satz 5.2.2 ist dann auch die Funktion auf dem

gesamten Intervall integrierbar und ihr Integral 03
ist die Summe der Integrale iiber die einzelnen ]
Stetigkeitsintervalle. 0 0 1 N N

Satz 5.2.2 sagt uns also, dass sich Integrale addieren, wenn die Integrationsintervalle aneinander
gehangen werden. Wir kénnen aber auch mit den Integranden ,,rechnen*:

5.2.3 Satz Seien f und g integrierbar in [a, b] und sei ¢ € R eine Konstante. Dann sind
¢ f(x) und flx) £ g(x)

integrierbar auf [a, b] und es gilt
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5.3 Integral- und Differenzialrechnung

Wie wir noch aus der Schule wissen, verwendet man zur Berechnung von Integralen ,, Stammfunk-
tionen“:

5.3.1 Definition Sei f definiert in [a, b]. Eine Funktion F heifit Stammfunktion von f, wenn in
[a, 0]

5.3.2 Notation Man schreibt eine Stammfunktion F' symbolisch als unbestimmtes Integral von
f:
F(x) = /f(ac) dz

5.3.3 Bemerkung Wenn eine Funktion eine Stammfunktion hat, dann hat sie auch unendlich
viele verschiedene Stammfunktionen.

Sei ndmlich F' eine Stammfunktion von f, dann ist fiir beliebige Konstanten ¢ € R
(F(z)+¢) =F'(x)+ () = f(z) + 0= f(2) ,

F(z) + c ist also auch eine Stammfunktion. Umgekehrt unterscheiden sich alle Stammfunktionen
von f auch nur durch eine Konstante.

Ist F eine Stammfunktion von f, gilt also

/f(x)dl':F(SU)+C mit C e R .

Insbesondere macht es keinen Sinn, von der Stammfunktion zu sprechen, da es immer unendlich
viele Stammfunktionen gibt.

Wie konnen wir Stammfunktionen nutzen, Integrale auszurechnen ?

5.3.4 Satz (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Sei f eine integrierbare Funktion in [a, b] mit einer Stammfunktion F. Dann gilt

b
[ @yt =Fo) - Fla) = Flo)
Der groflie Vorteil dieses Satzes ist, dass wir nun leicht Integrale berechnen kénnen, wenn wir

eine Stammfunktion kennen. Stammfunktionen wiederum konnen wir iiber unser Wissen iiber
Ableitungen erhalten:

5.3.5 Beispiele (1) fol rdr =7

Wir wissen (xQ)I = 2z, also (%xQ)I = x. Daher ist
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(2) Da (z) =1, gilt

2 2
/1dx:x =2—-(-2)=14
2
Za
(83) Wegen (cosz) = —sinz ist

/2 /2
/sinxdz:(fcosx) = —cos = —(—cos0) =1
0 ’ - =

Natiirlich kann man auf diese Weise allgemein Stammfunktionen (statt bestimmten Integralen)
berechnen:

5.3.6 Beispiele (1) /sina:dx =—cosz+C (s.o0., Bsp. 3)

(2) /cdx =cx+C, da (cx) =c.

(3) /x“ dx =

1 !
(%) = az®~! = (xo‘+1)l = (a+1)z® = ( x““) = x®

1

xt
a+1

+ C fiir a # —1, denn wir haben

(4) Wir wissen aus 4.2.7, dass (x - Inz)’ = Inz + 1. Daher gilt

/(1nx+1)dx:x~lnm

& /lnwdac+/1dx:m-lnx
= /1nmdw=x~lnx—/1dw

=z-lnzx—z+C

Statt einzelne Funktionen abzuleiten und so Stammfunktionen zu finden, gibt es analog zu den
Ableitungsregeln Integrationsregeln, die uns helfen, Integrale auszurechnen.

Eine immer wieder recht praktische solche Integrationsregel ist der folgende Satz:

5.3.7 Satz Sei f(z) # 0 in [a,b] und f’(z) stetig auf [a,b]. Dann gilt

P, e
[ ER e =miswi+c.

5.3.8 Beispiel
1
/fdlen\xH—C'
x
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5.4 Partielle Integration

Zwei Integrationsregeln kennen wir bereits: Satz 5.2.2 und Satz 5.3.7. Satz 5.2.2 sagt, dass mit
zwei Funktionen auch deren Summe oder Differenz integrierbar sind. Das gleiche gilt auch fiir das
Produkt zweier integrierbarer Funktionen, eine Formel fiir das Integral ist aber nicht so einfach
anzugeben:

5.4.1 Satz (partielle Integration) Seien f und g differenzierbar in [a, b] mit stetigen Ableitungen.
Es gilt:

3

/2
5.4.2 Beispiele (1) / x-cosxdr ="
0

Wiéhlen wir hier f'(z) = cosz (= f(r) =sinz) und g(z) =z (= ¢'(z) = 1), erhalten wir
w/2

sinz - 1dx

=) 3
~
[\v]
|
) 3
\ E

/x-cosmd:vzsinx-m
0

/2 w/2
=z-sinx — (—cos )
0 0
= g -sin%—O—Fcosg—cosO
—— —— =1
=1 =0
21,
2
(2)
/2 /2 /2
/(cos r)*dr =sinz-cosx| + / sinx-sing  dx
0 v
0 0 =(sinz)?=1—(cosz)?
/2 /2 /2
=sinx-cosx| + / 1dx — /(cosx)de
0 0 0
/2 w/2 /2
=sinz - cosx +x - /(cos:r)2 dx
0 0
0

Anscheinend sind wir hier im Kreis gelaufen und haben wieder das Ausgangsintegral erhalten.
Wir kénnen die Gleichung aber umformen und erhalten
/2
2 /(cosac)2 dx =sinx - cosz

0
/2

= /(cos z)¥dr =

0

w/2
+x

w/2

-2 )

0 0

13
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Eine Stammfunktion haben wir in (8) gefunden, ndmlich

/(cos:r)2 dx = %(SinI'COSI+I) +C 9)

5.5 Substitutionsregel

Wihrend die partielle Integration der Produktregel fiir Ableitungen entspricht, entspricht die
Substitutionsregel der Kettenregel:

5.5.1 Satz Sei f(z) stetig auf [a,b] und die Funktion z(¢) habe auf [«, 8] eine stetige Ableitung
mit

z(a)=a , z(B)=b , z(t) € [a,b] firt € [, f] . (10)
Dann gilt

b 8
/f(a:) da?:/f(x(t)) ()b

5.5.2 Bemerkung Die Bedingungen (10) besagen anschaulich, dass die Funktion z(t) das In-
tervall [«, 5] auf das Intervall [a, b] abbildet.

1
5.5.3 Beispiele (1) /(1 +2t)%dt =7
0

Hier verwenden wir die Substitutionsregel ,,von rechts nach links*, um die innere Funktion
1 + 2t durch x zu ersetzen und so ein eventuell einfacheres Integral zu erhalten:

Wir wihlen z(t) = 142t und o = 0 sowie § = 1. Damit ist dann a = z(a) = 1, b = z(8) = 3
und z’(t) = 2. Wir erhalten

1 ; T
/(1 + 2t)2 dt = /(l‘(t))Z . x/(t) . x/(t) dt
0 —a(t) 0 —

1 23

2 3|,
2711
6

(11)

3

[=p)

Indem wir also die innere Funktion durch x substituieren soll sich der Integrand vereinfachen.
Allerdings bendtigen wir dafiir den Faktor 2/(¢) unterhalb des Integrals.
1

In (11) haben wir /(1 + 2t)2 dt =

0
des Integranden !

3 3

3 1
errechnet, 3 % ist aber keine Stammfunktion

1 =z
2 3

1
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(2)

SS 17

Um nach Verwendung der Substitutionsregel eine Stammfunktion zu erhalten, miissen wir
resubstituieren, also die Variable x wieder durch 1 + 2¢ ersetzen:

/(1+2t)2dt: ’ a+2tp

+C=

x
- C.
3 6 *

N

Wir wollen die Fliche eines Kreises mit Radius 1 bestimmen.
Der Graph der Funktion f(xz) = v/1 — 2?2 ist ein Halbkreis mit Radius 1 (vgl. Abb. 18). Wir
miissen also
1

/ V1—a?2dx

1
berechnen.

-1 05 0 0s i
Abbildung 18: Der Graph von f(z) = V1 — 22 mit « € [—1, 1] ist ein Halbkreis.

Hier verwenden wir die Substitutionsregel ,, von links nach rechts“ und miissen bei der Wahl
der Substitution etwas ,kreativer® sein. Nach Satz 3.1.3 ist (sint)? + (cost)? = 1, also
1 — (sint)? = (cost)?. Um den Integranden zu vereinfachen, verwenden wir daher die Sub-
stitution z(t) = sint .
Es ist dann 2/(t) = cost sowie x (—g) = —1und x (%) = 1, also unter Verwendung von

Gleichung (9) auf Seite 31

/2

1

/\/1—x2dx= / /1 —(sint)?-costdt
—_———

= S =

/2

= /(cost)zdt

—m/2
1 w/2
= i(sint -cost + 1)

—m/2

71(7r+7r)77r
T 2\2 2/ 27

Die Fléche eines Kreises mit Radius 1 ist das Doppelte dieses Halbkreises, also .
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6 Deskriptive Statistik

In vielen naturwissenschaftlichen Arbeiten spielen Statistiken eine grofie Rolle. Zur Beschreibung
und Darstellung beispielsweise experimenteller Daten verwendet man die deskriptive Statistik —
hier beschreibt man die Daten nur, es werden keine Interpretationen angeboten. Es findet auch
keine Priifung der Verldsslichkeit oder Aussagefihigkeit statt (dies wire Aufgabe der induktiven
Statistik.

6.0.4 Bezeichnungen Die untersuchten Objekte einer Datenerhebung werden als Individuen
oder Merkmalstriger bezeichnet. Die in den Daten erfassten Eigenschaften jedes Merkmalstréigers
sind die Merkmale, die ermittelten Werte dieser Merkmale sind die Merkmalsausprdigungen.

Die Gesamtheit aller Merkmalstrager wird als Grundgesamtheit bezeichnet.

6.0.5 Notation Mathematisch werden die Merkmalstriiger durchnummeriert (1,2,3,...,n), die
Grundgesamtheit kann z.B. als M = {1,2,3,...,n} dargestellt werden.

Die Anzahl der Merkmalstrager wird meist mit n bezeichnet.

Sind X und Y Merkmale, dann sind z; und y; deren Auspriagungen beim jeweils i-ten Merkmal-
strager.

Manchmal sortiert man diese Ausprégungen der Grofie nach. Dies schreibt man dann

xagmé§.<x/

= 4n -

Die einfachsten Groflen der deskriptiven Statistik zéhlen einfach die Haufigkeiten der Auspréigun-
gen:

6.0.6 Definition Die Anzahl der Merkmalstriger, bei denen das Merkmal X die Ausprigung a
hat ist die absolute Hiufigkeit h(X = a).
h(X =a)

Die relative Hiufigkeit ist r(X = a) =
n

6.1 Lagemalle

Lagemafle beschreiben, wo sich die ermittelten Daten auf einer Skala befinden.

Das wohl bekannteste Lagemaf ist der Mittelwert:

6.1.1 Definition Das arithmetische Mittel (,Mittelwert“) von Ausprigungen x1, s, ..., T, ist

T1+Ta 4+ Ty
p .

'u/:i‘:

Um nicht umsténdlich (und oft ungenau) mit 3 Punkten anzudeuten, was addiert werden soll, gibt
es eine wichtige mathematische Summenschreibweise:

6.1.2 Notation

n
dai=artast--ta,
i=1
Bei dieser Summenschreibweise schreibt man also unter das Summenzeichen ) welche Variable
(hier 4) bei welchem Startwert beginnt (hier 1). Dariiber steht der Endwert (hier n). Die a; werden
dann fiir alle Werte 1 = 1,2,...,n addiert.
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4
6.1.3 Beispiel » 2"=204+2"4+2242%4+2' =1+4+2+4+4+8+16=31
k=0

Das arithmetische Mittel lasst sich also auch

I
|

n
D> i
i=1

3=

schreiben.

6.1.4 Beispiel Betrachten wir folgenden Datensatz, es handelt sich hier um Noten, die in einer
Klausur erzielt wurden:

1.7 23 13 27 27 27 23 50 33 23 33 27 20 3.0

Hier ist n = 14. Die hiufigste Note ist eine ,3+% (2.7) mit A(X = 2.7) = 4 und r(X = 2.7) =
4 .
= =0.29.

4 —
Das arithmetische Mittel ist T = % = 2.66.

Es fallt auf, dass die einzige ,,5° den Notendurchschnitt veréindert. Ohne diese Note hitten wir
- _ 323 -

Der Mittelwert reagiert also empfindlich auf einzelne Ausreifler, daher wird oft ein anderes Maf3
benutzt:

6.1.5 Definition Seien 2] < af, < --- < 2/, der Grofle nach sortierte Ausprigungen, dann ist der
Median I der mittlere dieser Werte, wenn es sich um ungerade viele handelt:

=2, falls n ungerade.
2

&

Handelt es sich um gerade viele Daten, ist der Median & das arithmetische Mittel der beiden Werte
in der Mitte:

1
7= 3 (x’j + x’%H) , falls n gerade.
6.1.6 Beispiel Der Median der Daten aus Beispiel 6.1.4 ist £ = 2.7:
Sortiert lauten die Auspragungen

1.3 17 20 23 23 23 27 27 27 27 30 33 33 50

Es sind gerade viele Werte, die beiden Werte in der Mitte sind beide 2.7, also ist der Median

2.7+27

2.7.
2

F =
Lassen wir den Ausreifler ,,5.0¢ nun weg, erhalten wir
1.3 1.7 2.0 23 23 23 27 27 27 27 30 33 33
Der Wert in der Mitte (es sind ungerade viele Werte) ist
T=27.
Wir sehen, in diesem Fall veréndert sich der Median nicht durch einen Ausreifier. Das ist typisch

fiir den Median, er ist ,, Ausreifler-insensitiv®, mathematisch nennt man dies robust.
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Der Median ist der Wert, der den sortierten Datensatz in zwei Hélften teilt, anders ausgedriickt:
50 % der Werte liegen , links* des Medians.

Dies kann man verallgemeinern:

6.1.7 Definition Sei 0 < p < 1. Dann teilt das p-Quantil @, einen sortierten Datensatz derart,
dass ein Anteil von p Ausprigungen links vom p-Quantil liegt.

6.1.8 Beispiel Der Median ist das 0.5-Quantil, denn 50 % der Werte liegen links vom Median.

6.1.9 Bezeichnungen Einige Quantile haben eigene Namen:

e Die Quantile mit p = % und p = % heiflen unteres und oberes Terzil. Sie teilen einen Datensatz

in drei gleiche Teile.

e Das 0.25-Quantil heifit unteres Quartil, das 0.75-Quantil heifit oberes Quartil. Zusammen
mit dem Median teilen die beiden Quartile einen Datensatz in vier gleich grofie Teile.

e Quintile sind die Quantile mit p = %, %, %, % und %.
e Dezile sind die Quantile mit p = %, %, R %.

. . . . . 1 2 99
e Perzentile sind die Quantile mit p = 15, 15, 159
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Abbildung 19: Wachstum von Jungen im Alter von 5 bis 19 Jahren
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6.1.10 Beispiel Die Weltgesundheitsorganisation der Vereinten Nationen erfasst das Wachtum
von Kindern und verdffentlicht die WHO Child Growth Standards. In Abbildung 19 ist das Wachs-
tum von Jungen bzw. Jugendlichen im Alter zwischen 5 und 19 Jahren dargestellt?. Eingezeichnet
sind die 3., 15., 85. und 87. Perzentile, sowie die 50. Perzentile, also der Median.

Liegt die Grofle eines Kindes auf der unteren orangenen Linie, bedeutet dies, dass 85 % aller
gleichaltrigen Kinder grofler sind, das Kind ist also verhiltnism#Big klein fiir sein Alter.

6.2 Streuungsmafle

Die Streuungsmafle versuchen den Schwankungsbereich um den Mittelwert zu erfassen. Bei einer
kleinen Streuung liegen die Merkmalsauspragungen nahe zusammen, der Mittelwert oder Median
hat also eine recht hohe Aussagekraft.

6.2.1 Definition Die Varianz von Auspriagungen xq,xs,...,Z, eines Merkmals X ist
$2 — lzn:(x»—zf
X = 4 - i .
=

6.2.2 Beispiel Die Varianz der Daten aus Beispiel 6.1.4 ist S)% = 0.7702.

Ein Problem der Varianz ist, dass nicht nur die Differenzen zwischen den Ausprigungen x; und
dem Mittelwert T addiert werden, sondern deren Quadrate. (Man macht das, um keine negativen
Werte zu addieren.)

Hat man z.B. Ausprigungen, die in Zentimetern gemessen werden (wie beim Wachstum von Kin-
dern, s.0.), dann erhilt die Varianz eine Gréfle in Quadratzentimetern, was nicht sehr sinnvoll zu
sein scheint.

Héufig wird daher die Wurzel der Varianz als Streuungsmafl betrachtet:

6.2.3 Definition Die Standardabweichung von Auspragungen w1, xs,...,2, eines Merkmals X
ist

6.2.4 Beispiel Die Standardabweichung der Daten aus Beispiel 6.1.4 ist Sy = 0.8776.

In graphischen Darstellungen wird die Standardabweichung oft durch sog. ,Fehlerbalken“ darge-
stellt, z.B. bei der Evaluation dieser Vorlesung im WS 2016/17 (Abbildung 20).

0% 0% 5% 25% 60% 10%

Der Besuch der Veranstaltung flihrt zu einem stimme Gberhaupt n stimmevoll indganz 120,
splrbaren Wissenszuwachs. nicht zu L) 2u 07"

Abbildung 20: Auszug aus der Vorlesungsevaluation WS 2016/17

Die rote Markierung in Abbildung 20 kennzeichnet den Mittelwert (hier 4.8), die schwarzen Balken
an der Seite der roten Markierung die Standardabweichung (hier 0.7).

2Quelle: http: //www.who.int/childgrowth/standards, (2017)
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6.3 Zusammenhangsmafle

Ein Merkmal eines Merkmalstrigers beeinflusst oft eine andere Ausprigung des selben Mermal-
striagers. Man spricht hier von einer ,Korrelation“ zweier Merkmale. Beispielsweise ist die Intelli-
genz von Schiilern (gemessen durch einen Intelligenzquotienten) und ihre schulische Leistung (ihre
Abitur-Note) korreliert.

Eine vorhandene Korrelation macht allerdings keine Aussage iiber eine eventuelle Kausalitiit !

Beispielsweise haben Studien ergeben, dass die Zahl der Storche in einem Landkreis und die
Geburtenrate in diesem Kreis hochgradig korreliert sind.

Dies taugt allerdings noch nicht als Beleg dafiir, dass Stoérche die Kinder bringen. Es ist ndmlich
auch moglich, dass beide Effekte nur auf eine gemeinsame Ursache zuriickgehen, vielleicht die
zunehmende Industrialisierung des Landkreises.

Es gibt verschiedene Typen der Korrelation, wir befassen uns hier nur mit linearer Korrelation,
bei der die Verdnderung eines Merkmals proportional zur Verdnderung eines anderen Merkmals
ist.

6.3.1 Definition Seien z1,xs,...,z, und y1,¥s,...,y, Auspridgungen der beiden Merkmale X
und Y. Dann ist der Korrelationskoeffizient

n

Z(ﬂfi —z)(yi — 9)
r(X,Y) = —=

S (- 22> (i - 9

=1 =1

Der Korrelationskoeffizient liegt stets zwischen —1 und 1. Ein Wert nahe 1 bedeutet, dass das
Wachstum des einen Merkmals direkt mit dem Wachstum des anderen Merkmals zusammenhéngt
(die Merkmale sind , korreliert®).

Ein Wert nahe —1 bedeutet, dass das Wachstum des einen Merkmals mit der Verringerung des
anderen einhergeht (die Merkmale sind ,,antikorreliert*).

Ein Wert nahe 0 bedeutet, dass keine lineare Korrelation der beiden Merkmale erkennbar ist (die
Merkmale sind ,,unkorreliert*).

6.3.2 Definition Als Bestimmtheitsmafl bezeichnet man den Wert r2. Er gibt an, wie viel Prozent
der Streuung (also der Varianz) der einen Variable durch die Streuung der anderen Variable erklért
werden kann.

6.3.3 Beispiel Seien X und Y zwei Merkmale. Wir konnen diese als ,,Punktwolke” in einem
Diagramm darstellen, indem die Auspriagungen von X auf der horizontalen und die Ausprigungen
von Y auf der vertikalen Achse eingezeichnet werden (vgl. Abbildung 21). Die Korrelation der
dargestellten Merkmale ist r(X,Y) = 0.83, das Bestimmtheitsmaf ist 0.83% = 0.6889 = 69 %.

Der Korrelationskoeffizient misst den gegenseitigen Einflufl zweier Merkmale. Oft ist aber auch
interessant, welchen Einfluf} eine Gréfle auf ein davon abhéngiges Merkmal hat. Diesen Zusam-
menhang ermittelt man mittels einer Regressionsanalyse. Bei der linearen Regression gehen wir
davon aus, dass dieser Zusammenhang linear ist, d.h. in Form einer Geraden (vgl. Abschnitt 3.1)
dargestellt werden kann.
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Abbildung 21: Zwei Merkmalsauspriagungen mit r(X,Y’) = 0.83

Nehmen wir an, wir messen ein Merkmal Y mit den Werten y1,y2,...,y, unter verschiedenen
Bedingungen z1,xa,...,2, (z.B. bei verschiedenen Konzentrationen oder verschiedenen Tempe-
raturen,. .. ).

Wir kénnen diese Werte wieder als Punktwolke in ein Diagramm eintragen. Wenn es einen linearen
Zusammenhang zwischen den beidem Merkmalen gibt, sollten sich diese Punkte entlang einer
Geraden aufreihen. In der Praxis, ist dies z.B. wegen Messungenauigkeiten i.a. nur ungefahr der
Fall (Abbildung 22).

6.3.4 Definition Die Regressionsgerade ist die Gerade, die insgesamt den geringsten Abstand zu
den einzelnen Punkten hat.

&0

o
0 20 40 a0 &0 100

Abbildung 22: Messwerte mit Regressionsgerade

Mathematisch verwendet man dazu die ,Methode der kleinsten Quadrate®: Mann errechnet den
Abstand jedes Punktes von einer beliebigen Geraden, quadriert diese Abstéinde und addiert alles.
In einer Art Extremwertaufgabe wird nun die Gerade bestimmt, bei der die errechnete Summe
den geringsten Wert hat.

Dies fithrt — ohne hier auf die Einzelheiten einzugehen — zu folgendem Ergebniss:

6.3.5 Satz Die Regressionsgerade y = ax + b ergibt sich aus den Auspridgungen z1,...,x, und
Y1, .-+, Yn durch

a=" und b=y —ax .
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6.3.6 Beispiel Die in Abbildung 22 gezeigten Merkmalsausprigungen fithren zur Regressions-
geraden
y=102405z .

6.3.7 Bemerkung Zu xz4,...,x, und y1,...,y, existiert immer eine Regressionsgerade, gleich-
giiltig, ob diese Werte iiberhaupt etwas miteinander zu tun haben.

Um zu bestimmen, ob der Zusammenhang relevant ist, muss auf den Korrelationskoeffizienten
bzw. das Bestimmtheitsmaf} zuriickgegriffen werden.

Die Werte in Abbildung 22 sind korreliert mit r» = 0.80, das Bestimmtheitsmaf ist also 64 %.

Betrachten wir dagegen Messwerte wie in Abbildung 23, dann erhalten wir auch eine Regressions-
gerade, die ist mit einem Bestimmtheitsmafl von gerade einmal 1.9 % aber nicht aussagekriftig.

1001 .
o0
s %, °
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Abbildung 23: Regressionsgerade in einer zufélligen Punktwolke
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