Stochastik fiir die Informatik, Vorlesung 11
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Lernziele

» Gemeinsame Verteilungen und bedingte Verteilungen von
Zufallsvariablen berechnen kdnnen

» Zufallsvariablen auf Unabhangigkeit tiberpriifen kdnnen, und
einige Implikationen kennen

» Kovarianz und Korrelation kennen und in Beispielen berechnen
konnen

» Eigenschaften der Kovarianz kennen

Vorkenntnisse
Stoff der bisherigen Vorlesungen
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Gemeinsame Verteilung

(Def. 4.1) Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen, welche
auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) definiert sind. Die
gemeinsame Verteilung von X und Y ist gegeben durch die
Kollektion der Wahrscheinlichkeiten

P(X =x,Y =y):=P({X =x}n{Y =y}), xeX(Q)yeYQ)]
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Gemeinsame Verteilung

(Def. 4.1) Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen, welche
auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) definiert sind. Die
gemeinsame Verteilung von X und Y ist gegeben durch die
Kollektion der Wahrscheinlichkeiten

P(X =x,Y =y):=P({X =x}n{Y =y}), xeX(Q)yeYQ)]

» Beispiele: GroBe und Gewicht eines Menschen; Anzahl
Bestellungen und Bearbeitungszeit in einem Logistikzentrum;
Anzahl und Hohe von Schiden bei einer Versicherung...

» Analog wird die gemeinsame Verteilung von mehr als zwei
Zufallsvariablen definiert

> (Beispiel: Erdés-Rényi-Zufallsgraph mit k = 3)
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Gemeinsame Verteilung

(Beispiel 4.1: Urnenmodell): Urne mit 4 Kugeln, numeriert von 1
bis 4. Wir ziehen zwei Kugeln mit Zuriicklegen. Sei X die Summe
der beiden Zahlen, und Y das Minimum der beiden gezogenen
Zahlen.

Tabelle der gemeinsamen Verteilung

X
v 2 | 3| 4 | 5| 6 | 7] 8
1 1/16 [ 1/8 | 1/8 [1/8] 0 | 0 | ©
2 0 | 0 |1/16|1/8| 1/8 | 0 | 0
3 0 | 0| 0 | 0 |1/16]1/8] 0
4 0o o | o | 0| 0o | o0 |1/16

3/16



Gemeinsame Verteilung: Randverteilung

(Def. 4.2) Sei die gemeinsame Verteilung von X und Y gegeben.
Die Randverteilungen von X bzw. von Y sind die Verteilungen der
einzelnen Zufallsvariablen X bzw. Y, also

PX=x)= Y PX=xY=y)
yeY(Q)

P(Y=y)= ) PX=xY=y)
xeX(R)

(Beispiel 4.2 Urnenmodell)
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Beispiel 4.2: Tabelle

» 2 | 3| 4 | 5| 6 | 7] 8 |PY=)
1 1/16 [1/8 ] 1/8 [1/8] 0 | 0 | 0 7/16
2 0 | 0 |1/16|1/8| 1/8 | 0 | 0 5/16
3 0 | 0| 0 |0 |1/16]1/8] 0 3/16
4 0O | 0| 0 |0 0 |0 |1/16] 1/16

P(X =) || 1/16 | 1/8 | 3/16 | 1/4 | 3/16 | 1/8 | 1/16 1
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Bedingte Verteilung

(Def. 4.3) Seien X, Y zwei Zufallsvariablen welche auf demselben
Wabhrscheinlichkeitsraum definiert sind. Die bedingte Verteilung
von X gegeben Y ist definiert als die Kollektion der bedingten
Wabhrscheinlichkeiten

PX=x|Y=y), xeX(Q),yeYQ)]

» Die Rollen von X und Y sind wichtig!

» Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und der
gemeinsamen Verteilung gilt

P(X=x,Y =y)
P(Y =)

PX=x|Y=y)=

» Beispiel in den Hausaufgaben

6
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Erinnerung: Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

(Def. 4.4) Zwei Zufallsvariablen X und Y definiert auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) heiBen unabhangig, falls fiir alle
x € X(Q),y € Y(Q) die Ereignisse {X = x} und {Y =y}
unabhangig sind.

(Satz 4.1). Zwei Zufallsvariablen X und Y sind genau dann
unabhéngig, wenn fiir alle x € X(Q),y € Y(Q) gilt

PX=x,Y=y)=P(X=x)-P(Y =y)

> (Letztes Mal: Beispiel 4.4 Urnenmodell)

> (Beispiel: 4.5 Gemeinsame Verteilung)

7/16



Erinnerung: Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
Beispiel: X, Y mit gemeinsamer Verteilung aus Tabelle:

S0 |1 By =y)
0 14 [ 1/4] 12
1 1/12 0 1/12
> 1/6 | 1/4 | 5/12
PX =x) | 1/2 |12 1
P(X:O,Y:O):%:%-%:P(X:O)-P(Y:O).

Bedeutet das, dass X und Y unabhéingig sind?

8/16



Erinnerung: Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
Beispiel: X, Y mit gemeinsamer Verteilung aus Tabelle:

S0 |1 By =y)
0 14 [ 1/4] 12
1 1/12 0 1/12
2 1/6 | 1/4 | 5/12
PX =x) | 1/2 |12 1
PX=0Y=0=2=2.2_px=0).py=0)

422
Bedeutet das, dass X und Y unabhéingig sind?
Nein, denn (z.B).

1

PX=0Y=1)= 2251 _px=0).pv=1)

1272 12
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Erinnerung: Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
Beispiel: X, Y mit gemeinsamer Verteilung aus Tabelle:

S0 |1 By =y)
0 14 [ 1/4] 12
1 1/12 0 1/12
2 1/6 | 1/4 | 5/12
PX =x) | 1/2 |12 1
MX:QY:@:%:%%:PM:@JWY:W

Bedeutet das, dass X und Y unabhéingig sind?
Nein, denn (z.B).

1 1 1
= 575 15 = BX=0)-B(Y =1).

Somit gilt die Gleichung P(X = x,Y =y) =P(X = x)P(Y = y)
nicht fiir alle Paare x und y.

P(X =0,Y =1)
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Verteilung der Summe unabhangiger Zufallsvariablen

(Satz 4.4: Faltungsformel) Seien X und Y zwei unabhangige
diskrete Zufallsvariablen auf (€2,[P). Dann hat die Zufallsvariable
X + Y die Verteilung

PX+Y=k= Y PX=m-P(Y=k—m)
meX(R)

v

Beachte dass (X + Y)(Q) ={m+/1: me X(Q),/ € Y(Q)}
Falls X und Y nicht unabh&ngig sind ist diese Formel falsch
(Beweis)

(Beispiel 4.7: Poisson-Verteilung)

v

v

v
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Linearer Zusammenhang zwische zwei Zufallsvariablen
Beispiel: Geysir-Ausbruch: Dauer und Wartezeit (R: Datensatz

“faithful™)

Offensichtlich: Je groBer X, desto groBer Y, und umgekehrt

Wartezeit
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Kovarianz

(Def. 5.4). Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf (2, P). Die
Kovarianz von X und Y ist definiert als

cov(X, Y) = E[(X — EX])(Y — E[Y])]

falls dieser Erwartungswert existiert.

» Werte zwischen —oo und oo

» cov(X,Y) > 0 ist genau dann der Fall, wenn im Mittel beide

Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert gleiches Vorzeichen
haben.
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Kovarianz
(Def. 5.5) Seien X und Y Zufallsvariablen, deren Kovarianz
existiert.

> Ist cov(X, Y) > 0, so heiBen X und Y positiv korreliert: Im
Mittel sind X und Y entweder beide groBer als ihr jeweiliger
Erwartungswert, oder beide kleiner.

> Ist cov(X, Y) <0, so heiBen X und Y negativ korreliert:
Nimmt X einen besonders groBen Wert an, so nimmt Y eher
einen besonders kleinen Wert an.

» Ist cov(X, Y) =0, so heiBen X und Y unkorreliert.
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Kovarianz
(Def. 5.5) Seien X und Y Zufallsvariablen, deren Kovarianz
existiert.
> Ist cov(X, Y) > 0, so heiBen X und Y positiv korreliert: Im
Mittel sind X und Y entweder beide groBer als ihr jeweiliger
Erwartungswert, oder beide kleiner.
> Ist cov(X, Y) <0, so heiBen X und Y negativ korreliert:
Nimmt X einen besonders groBen Wert an, so nimmt Y eher
einen besonders kleinen Wert an.

» Ist cov(X, Y) =0, so heiBen X und Y unkorreliert.

(Satz 5.7) Seien X und Y Zufallsvariablen, deren Kovarianz
existiert. Es gilt

cov(X, ¥) = E[X - Y] - E[X]E[Y].|

» Fiir Berechnungen oft niitzlicher als die Definition!
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Kovarianz: Beispiel

Beispiel 5.14: Gemeinsame Verteilung von X und Y als Tabelle:

Xlo 12| =
0 |1/16|1/4|1/8]|7/16
1 | 3/16 | 1/4 | 1/8 | 9/16
Y | 1/4 |12 1/4] 1

Y

Bestimmung von cov(X, Y): Mit Hilfe von Satz 5.7.
Man findet

BX]=1, E[Y]= EIXY]=,

und somit

-1
cov(X,Y) = 16
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Eigenschaften der Kovarianz
(Satz 5.8) Seien X, Y, Z Zufallsvariablen auf (2, P) mit positiver
Varianz, und seien a, b € R.

(a) cov(X,Y) =cov(Y,X),

(b) cov(X, X) = var(X),

(c) cov(aX + bY,Z) =a-cov(X,Z)+ b-cov(Y, Z),

(d) Falls X und Y unabhégig sind, so gilt cov(X, Y) = 0.
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Eigenschaften der Kovarianz
(Satz 5.8) Seien X, Y, Z Zufallsvariablen auf (2, P) mit positiver
Varianz, und seien a, b € R.

(a) cov(X,Y) =cov(Y,X),

(b) cov(X, X) = var(X),

(c) cov(aX + bY,Z) =a-cov(X,Z)+ b-cov(Y, Z),

(d) Falls X und Y unabhégig sind, so gilt cov(X, Y) = 0.

In Worten:
(a) Die Kovarianz ist symmetrisch

(b) Die Kovarianz einer Zufallsvariablen mit sich selbst ist die
Varianz

(c) Die Kovarianz ist bilinear

(d) Unabhangig impliziert unkorreliert

» Wichtig: Die Umkehrung von (d) gilt im Allgemeinen nicht!
» (Beweis von (d))

14 /16



Varianz der Summe von zwei Zufallsvariablen

(Satz 5.9) Seien X und Y Zufallsvariablen auf (2, P). Dann gilt

V(X +Y) = V(X) +2cov(X, V) + V(V).|

> (Beweis)
> (Spezialfall)
> (Beispiel 5.16: Zufallsgraph)
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Korrelation

(Def. 5.5) Seien X, Y zwei Zufallsvariablen mit positiver Varianz
auf (Q,P). Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist definiert als

cov(X,Y)

o(X,Y) :=corr(X,Y) = W
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Korrelation

(Def. 5.5) Seien X, Y zwei Zufallsvariablen mit positiver Varianz
auf (Q,P). Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist definiert als

cov(X,Y)

o(X,Y) :=corr(X,Y) = W

» Das Vorzeichen der Korrelation stimmt mit dem Vorzeichen
der Kovarianz iiberein.

» —1 <corr(X,Y) <1,

» MaB fiir die Starke des linearen Zusammenhang zwischen X
und Y.

> |corr(X,Y)| =1« 3Jac R\ {0} sodass Y =aX, und
Vorzeichen von a =Vorzeichen von corr(X, Y).

(Beispiel 5.17: Zufallsgraph)
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