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Grundbegriffe

» Ein Alphabet ist eine hochstens abzdhlbare Menge S.
» Ein Buchstabe ist ein Element eines Alphabets.

» Ein bindrer Code ist eine injektive Abbildung

k:S— | J{o,1},

>1

also eine Abbildung, die jedem Buchstaben a € S eine Folge
k(a) = ki(a), ..., k/(a) der Lange | = ¢(a) mit Folgengliedern
ki(a) € {0,1} als Codewort zuordnet.
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Prafixcodes

Lange als MaB fiir die Giite des Codes: Mdglichst kurz, aber auch
leicht zu entschliisseln

» Ein Prifixcode ist ein bindrer Code, bei dem kein Codewort
Anfangsstiick eines anderen Codeworts ist. Das bedeutet: Fiir
a,b €S mit a # b gibt es keine Folge
f=(f,..fn) €{0,1}7™ mit k(a)f = k(b).

» (Code als Fragestrategie)
» (Baumdarstellung)
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Binare Codebaume

» Bindrer Baum mit Wurzel (ganz oben)

» Von jedem Knoten fiihren héchstens zwei Kanten nach unten
auf die nachste Ebene

» Knoten ohne Kante nach unten heiBen Blatter oder Endknoten

» Die anderen Knoten heiBen innere Knoten

> Falls jeder innere Knoten zwei nach unten fiihrende Kanten
hat, handelt es sich um einen vollen Bindrbaum.

1-1-Zuordnung von bindren Prifixcodes und Bindrbdumen:

» Die Kanten der inneren Knoten entsprechen 0 bzw 1
» Buchstaben von S entsprechen den Blattern

» Codewdrter entsprechen dem eindeutigen Weg abwarts von
der Wurzel

» Linge des Codes = Tiefe des Blattes
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Fano-Kraft-Ungleichung

(Satz) Sei k ein Prafixcode fiir ein Alphabet S. Sei ¢(a) die Lange
des Codewortes von a € S. Dann gilt

Zz—é(a) <1

aes

> (Beweis)
» (Gleichheit, strikte Ungleichheit)

» Konsequenz: Zu jeder Funktion ¢ : S — N welche die
Fano-Kraft-Ungleichung erfiillt, kann ein Prafixcode gefunden
werden, dessen Wortlangen durch /£ gegeben sind.

6
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Zufallige Buchstaben

Sei X ein zufdlliger Buchstabe, also eine Zufallsvariable mit
Wertebereich S. Sei p die Haufigkeitsverteilung der Buchstaben
von S, also

P(X =a)=p(a), a€Ss.

Die erwartete Wortlange eines Codes k mit Langenfunktion ¢ ist

damit
E[e(X)] =D 4(a)p
acs
» Sparsames Codieren: Haufige Buchstaben sollen kiirzere

Codewdrter haben. Optimal: Huffman-Code.

v

Annihernd optimal: Shannon-Code.

v

Schranken: Quellencodierungssatz.

v

Beispiel: Gleichverteilte Buchstaben
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Shannon-Codes

Ein Shannon-Code ist ein Prafix-Code, bei dem die Wortlangen

—log, p(a) < €(a) < —logy p(a) + 1
erfiillen, Notation: ¢(a) = [— log, p(a)].

» Existenz von Shannon-Codes fiir jede Haufigkeitsverteilung p
aus der Fano-Kraft-Ungleichung

» Erwartete Wortldnge eines Shannon-Codes:

E[((X)] =) _[~logz p(a)] - p(a)

aesS
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Der Quellencodierungssatz
Fiir einen zufalligen Buchstaben aus S mit Verteilung p definiere

Ha[X] = = p(a) log, p(a
ac$s

(Quellencodierungssatz) Fiir jeden bindren Prafixcode gilt
E[¢(X)] > Ha[X].

Fiir bindre Shannon-Codes gilt auBerdem E[¢(X)] < H2[X] + 1.



Der Quellencodierungssatz
Fiir einen zufalligen Buchstaben aus S mit Verteilung p definiere

Ha[X] = = p(a) log, p(a
ac$s

(Quellencodierungssatz) Fiir jeden bindren Prafixcode gilt
E[¢(X)] > Ha[X].

Fiir bindre Shannon-Codes gilt auBerdem E[¢(X)] < H2[X] + 1.
» Kiirzer als Ho[X] kann also kein bindrer Prafix-Code im Mittel
werden

v

Shannon-Codes sind beziiglich der Lange fast optimal
(Abweichung hochstens ein Bit)

(Beweis)
Die Schranken konen nicht verbessert werden.

v

v

v

Fiir einen Shannon-Code mit p(a) = 274 ist
E[(X)] = Ha[X].
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Huffman-Codes

(Def.) Ein optimaler Code ist ein Prafixcode mit kleinstméoglicher
erwarteter Wortlange E[¢(X)].

» Nach dem Quellencodierungssatz gilt fiir einen optimalen

Code immer Hy[X] < E[¢(X)] < Ha2[X] + 1.
Beobachtungen:

» Fiir optimale bindre Prifixcodes ist der Codebaum voll.

» Fiir optimale binire Prafixcodes folgt aus p(a) < p(b) stets
¢(a) > £(b).

» Fiir zwei Buchstaben u, v € S mit kleinster Wahrscheinlichkeit
(also p(u) < p(v) < p(a)va ¢ {u, v}) gilt £(v) = ¢(v) > £(a).
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Huffman-Codes: Konstruktion

» Konstruktion von den Blattern zur Wurzel

» Fiir zwei Buchstaben u, v € S mit kleinster Wahrscheinlichkeit
kann man nach der vorigen Folie annehmen, dass ihre
Codewdrter k(u) und k(v) sich nur an der letzten Stelle
unterscheiden. Damit sitzen Sie an derselben Gabel im
entsprechenden Code-Baum.

» Somit konnen sie zu einem neuen Wort (uv) verschmolzen
werden, und vom Alphabet S zum kleineren Alphabet
S\ {u,v}U{(uv)} libergehen, wobei (uv) die
Wabhrscheinlichkeit p((uv)) = p(u) + p(v) erhélt. Im Baum
wird entsprechend die Gabel fiir v und v durch einen Knoten
fir (uv) ersetzt.

> Ist der urspriingliche Baum optimal fiir S, so ist der so
konstruierte neue Baum optimal fiir S’

(Beispiel)
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Huffman-Codes

» Zur Konstruktion von Huffman-Codes muss die Verteilung p
bekannt sein

» Es gibt Methoden, die unter geeigneten Voraussetzungen
asymptotisch optimal sind, welche unabhdngig von der
Verteilung sind.

» Rekursive Berechnung der erwarteten Codewortlange:

E(p(a1), .., p(an)) = p(a1)+p(a2)+E(p(a1)+p(a2), p(a3), .-, p(an)),

wobei E(p(a1), ..., p(an)) die erwartete Codewortlénge fiir die
Buchstabenverteilung p ist.
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Entropie
(Def.) Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in S und
Verteilung p(a) = P(X = a). dann ist die Entropie von X definiert

als
HIX = 3 pla) - log ol
acs
> 0-log0=0.
» Die Basis des Logarithmus ist hier nicht spezifiziert. Binare
(Shannon-)Codes: Basis 2.

» H[X]>0
Interpretation: Entropie als MaB fiir den Informationsgehalt bzw.
der Ungewissheit von X. Sie entspricht (ungefahr) der mittleren
Zahl von Ja-Nein Fragen, welche benétigt werden, um den
unbekannten Wert von X zu erfragen.

» (Bernoulli-Verteilung)

> (Gleichverteilung)
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Relative Entropie

(Def.) Seien p und 7 zwei diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Dann ist die relative Entropie von p beziiglich w definiert als

D(pll7) =" p(a)

aes

» Summanden mit p(a) = 0 werden 0 gesetzt
» Die relative Entropie heiBt auch Kullback-Leibler-Information

> Interpretation: Unterschied der erwarteten Codewortldnge,
wenn die Verteilung p statt 7 ist (Shannon-Code,
Quellencodierungssatz), da

D(plim) = = p(a)logm(a) = (= Y p(a) log p(a))

aes aes

ist.
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Relative Entropie und Entropieschranken

(Satz) Fiir die relative Entropie gilt D(p||7) > 0, und es gilt
D(pllr) =0 = p=r.

> (Beweis)

» Folgerung:

HIX] ==Y p(a)logp(a) < = p(a)logn(a

aes aes

> (Beispiele: Gleichverteilt, geometrisch)
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