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Entropie
(Def.) Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in S und
Verteilung p(a) = P(X = a). dann ist die Entropie von X definiert

als
HIX = 3 pla) - log ol
acs
> 0-log0=0.
» Die Basis des Logarithmus ist hier nicht spezifiziert. Binare
(Shannon-)Codes: Basis 2.

» H[X]>0
Interpretation: Entropie als MaB fiir den Informationsgehalt bzw.
der Ungewissheit von X. Sie entspricht (ungefahr) der mittleren
Zahl von Ja-Nein Fragen, welche benétigt werden, um den
unbekannten Wert von X zu erfragen.

» (Bernoulli-Verteilung)

> (Gleichverteilung)



Relative Entropie

(Def.) Seien p und 7 zwei diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Dann ist die relative Entropie von p beziiglich w definiert als

D(pll7) =" p(a)

aes

» Summanden mit p(a) = 0 werden 0 gesetzt
» Die relative Entropie heiBt auch Kullback-Leibler-Information

> Interpretation: Unterschied der erwarteten Codewortldnge,
wenn die Verteilung p statt 7 ist (Shannon-Code,
Quellencodierungssatz), da

D(plim) = = p(a)logm(a) = (= Y p(a) log p(a))

aes aes

ist.



Relative Entropie und Entropieschranken

(Satz) Fiir die relative Entropie gilt D(p||7) > 0, und es gilt
D(pllr) =0 = p=r.

> (Beweis)

» Folgerung:

HIX] ==Y p(a)logp(a) < = p(a)logn(a

aes aes

> (Beispiele: Gleichverteilung, geometrische Verteilung)



Gemeinsame Entropie

Die gemeinsame Entropie von n Zufallsvariablen Xi, ..., X, ist
definiert als die Entropie der Zufallsvariablen X = (Xi, ..., X,), d.h.

HIX, o Xal = = > P(Xp = a1,.. X, = ap)-log P(Xy = a1, .. X, = an)

al,...,an

(Satz) Es gilt: H[X, Y] < H[X] + H[Y]. Gleichheit gilt genau
dann, wenn X und Y unabhangig sind.

> (Beweis)

» (Beispiel: Codieren von Wartern)
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Bedingte Entropie

Die bedingte Entropie von Y gegeben X = a ist definiert als

HY|X =a]=—) P(Y =b|X =a)-logP(Y = b|X = a),
b

und die bedingte Entropie von Y gegeben X also

HIY|X] =) H[Y|X =a]-P(X = a).

> Interpretation: Mittlere Ungewissheit iiber den Wert von Y/,
die besteht, wenn man den Wert von X schon kennt.

» Es gilt H[X, Y] = H[X] + H[Y|X] (Interpretation)
» Weiter gilt H[Y|X] < H[Y]



Wechselseitige Information

Die wechselseitige Information von X und Y ist gegeben durch

I(X||Y) == H[Y] — H[Y|X].

» Informationsgewinn iiber Y durch Beobachtung von X

» [(X]]Y)>0

» [(X||Y) = H[X] + H[Y] — H[X, Y], also insbesondere
symmetrisch in X und Y.



Beispiel: Stationare Quellen

Eine stationdre Quelle ist eine unendliche Folge X, X3, ... von
zufalligen Buchstaben, fiir die die Verteillungen von Xi, ..., X, und
Xm+1, ---, Xm+n fur alle m,n € N iibereinstimmen.

Die Entropierate der stationdren Quelle ist definiert als

ho = lim XL Xl

n—o0 n

» Dieser Grenzwert existiert.
» Esgilt 0 < hg < Ha[Xq].
> Interpretation mittels Quellencodierungssatz, Redundanz



