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Deterministische und zufallige Vorgange

Was kdénnen wir vorhersagen?

(c) by Michael Maggs

» Freier Fall: Falldauer eines Objektes bei
gegebener Fallhéhe laBt sich
vorhersagen (falls Luftwiderstand
vernachlassigbar)

Deterministische Vorgange laufen
immer gleich ab. Aus Beobachtungen
lassen sich kinftige Versuche
vorhersagen.
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http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Falling_ball.jpg&filetimestamp=20071020133134
http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Falling_ball.jpg&filetimestamp=20071020133134

Was kdénnen wir vorhersagen?

» Warfelwurf: Das Ergebnis eines
einzelnen Wurfelwurfes lasst
sich nicht vorhersagen.

(c) public domain

» Wiederholter Warfelwurf:
Wiirfelt man 600 mal, so wirde man gerne darauf wetten,
dass die Anzahl an Einsern zwischen 85 und 115 liegt.

Die genaue Anzahl Iasst sich wieder nicht vorhersagen.

Aber: Eine Aussage Uber die Verteilung ist mdglich
(die besser ist als reines Raten.)
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Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten
Empirisch stellt man fest: Bei Wiederholung eines
Zufallsexperiments stabilisieren sich die relativen Haufigkeiten
der moglichen Ergebnisse.

Beispiel: Beim Wirfelwurf stabilisiert sich die relative Haufigkeit
jeder der Zahlen {1,2,...,6} bei §.

Fazit:

Das Ergebnis eines einzelnen zufalligen Vorgangs

lanBt sich nicht vorhersagen. Aber: Eine Aussage Uber die
Verteilung ist mdglich (die besser ist als reines Raten).

Abstraktionsschritt:
Verwende empirisch ermittelte Verteilung als Verteilung jedes
Einzelexperiments!

Beispiel:
Wir nehmen an, daf bei einem einzelnen Wirfelwurf jede der
Zahlen {1,2,...,6} die Wahrscheinlichkeit % hat.



Zufallsvariablen und Verteilung

Als Zufallsgrof3e oder Zufallsvariable bezeichnet man das
(Mess-)Ergebnis eines zufalligen Vorgangs.

Der Wertebereich S (engl. state space) einer ZufallsgroBe ist
die Menge aller moglichen Werte.

Die Verteilung einer Zufallsvariablen X weist jeder Menge
A C S die Wahrscheinlichkeit P(X € A) zu, dass X einen Wert
in A annimmt

Eine Aussage, deren Wahrheitsgehalt durch die Werte einer
oder mehrerer Zufallsvariablen bestimmt wird, nennt man ein
Ereignis.

Man notiert diese oft mit Mengenklammern, z.B. {X € A}

Far Zufallsvariablen werden Ublicherweise Gro3buchstaben
verwendet (z.B. X, Y, Z), fur konkrete Werte Kleinbuchstaben.



Beispiele fur Zufallsvariablen

Beispiel: Wurfelwurf W = Augenzahl des nachsten
Wiirfelwurfs.

Ss=1{1,2,...,6}

PW=1)= - =P(W=6)=1}

Die Verteilung erhalt man aus einer Symmetrieliberlegung oder
aus einer langen Waurfelreihe.

Beispiel: Geschlecht X bei Neugeborenen.

S = {,mannlich®, weiblich*}

P(X = ,mannlich*) = 51.2%

P(X = ,weiblich") = 48.8%

Die Verteilung erhalt man aus einer langen Beobachtungsreihe.

Beispiel: KérpergréBenverteilung in Deutschland. Die
Verteilung erhdlt man aus einer langen Messreihe.



Rechenbeispiel:

Beispiel Wirfelwurf W:

N
—_
—_

P({W =2} U{W =3}) =P(W € {2,3}) =
—P(W = 2) + P(W

5=
= 3)

Y202 _p(We (1,2))+P(W c {3,4})

P(W e {1,2}U{3,4}) = 666

Vorsicht:

P(W € {2,3}) + P(W € {3,4}) £ B(W € {2,3,4)})



Rechenregeln:

Sei X eine ZufallsgréBe mit Wertebereich S.

0 <P(X € A) <1 fiir jede Teilmenge AC S
P(XeS)="1

Sind A, B C S disjunkt, d.h. An B = (),

v

v

v

P(X € AUB) = P(X € A) + Pr(X € B),

insbesondere P(X € A°) =1 —-Pr(Xc AAmitA°=S\A
Allgemein gilt

v

P(X € AUB) =P(X € A)+ P(X € B)—P(X € AN B)

(,Einschluss-Ausschluss-Formel®)
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Rechenregeln (grafische Interpretation)

far A,BC S mit An B = 0 gilt

P(X € AUB) = P(X € A) + (X € B)

[m]

=

nae
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Rechenregeln (grafische Interpretation)

far allgemeine A, B C S gilt
P(X e AUB)=P(X e A)+Pr(Xe B)—P(X € AN B)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit
Ws des Ereignisses {Y € B} unter der Bedingung {X € A}

P(Y € B, X € A)
P(X € A)

P(YeB|XecA):=

,pedingte Ws von {Y € B} gegeben {X € A}
Beachte:

P(XeA YeB)=P(XecA)-P(YeB|XecA)

(x) in Worten ausgedriickt:
Die Ws des Ereignisses {X € A, Y € B} laBt sich in zwei
Schritten berechnen:

» Zundchst muss das Ereignis {X € A} eintreten.

» Die Ws hiervon wird multipliziert mit der Ws von {Y € B},
wenn man schon weif3, daB {X € A} eintritt.
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Beispiel zweifacher Wiirfelwurf:

Sei Wi (bzw. W) die Augenzahl des ersten (bzw. zweiten)
Waiirfels.

Sei S die Summe der Augenzahlen, d.h. S = W; + Wo.

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass S = 5 ist,
wenn der erste Wirfel die Augenzahl W; = 2 zeigt?

P(S=5|W;=2) = P(W,=3)

1_1/36  P(W; =2, W, =3)

6 1/6  P(W =2)

P(S =5, W; =2)
P(W; = 2)
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Die Formel von Bayes

Seien X, Y ZufallsgréBen mit Wertebereichen Sy bzw. Sy,
A C Sy, B C Sy, dann gqilt

P(YeB| XeA)
B P(XeA|YeB) -P(Y € B)
T P(XeA|YeEB)-P(YEB)+P(Xe€A|YecB°) P(Y € B

Denn
Zahler=P(X € A Y € B)

Nenner=P(X € A,Y e B)+P(X € A Y € B°)
=P(X €AY cBUB®)=PXc A
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Beispiel: Medizinische Reihenuntersuchung

Eine Krankheit
» komme bei 2% der Bevodlkerung vor (,Pravalenz 2%"),

» ein Test schlage bei 95% der Kranken an
(,Sensitivitat 95%"),

» aber auch bei 10% der Gesunden (,Spezifitat 90%").

Eine zufallig gewahlte Person wird mit positivem Resultat
getestet.

Wie wahrscheinlich ist es, dass sie tatsachlich krank ist?

Modell: X =Testergebnis (Sx = {positiv, negativ}),
Y =Gesundheitszustand (Sy = {gesund, krank}) der Person

Gesucht
P(Y = krank | X = positiv) =7

(Rechnung an der Tafel)
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Beispiel: Medizinische Reihenuntersuchung

S.a. Gerd Gigerenzer, Das Einmaleins der Skepsis, Berlin
Verlag, 2002, der auch einladt, den Sachverhalt anschaulich
anhand einer ,Vierfelder-Tafel“ bezogen auf eine
Gesamtpopulation der GréBe 1000 zu betrachten:

krank gesund

pu

pos. getestet 19 98
neg. getestet 1 882

117
883

r 20 980

1000
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